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Ubungsaufgaben Differentiation

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden, in Parameterform gegebenen Funktionen:

(a) Zykloide (Kurve, die von einem Punkt beschrieben wird, der auflerhalb (A > 0) oder
innerhalb (A < 0) eines Kreises auf einem vom Kreismittelpunkt ausgehenden und mit
dem Kreis fest verbundenen Strahl befindet, wihrend der Kreis, ohne zu gleiten, auf
einer Geraden abrollt): x = a(t — Asint) und y = a(1 — Acost).

(b) Evolvente (Kurve, die am Endpunkt eines fest gespannten Fadens beschrieben wird, wenn
dieser von einem Kreis abgewickelt wird): z = a cos p+ap sin ¢ und y = a sin p—agp cos p.

Lésung: die beiden in Parameterform gegebenen Funktionen x(¢) und y(t) werden nach ¢
abgleitet. Die Ableitung von y nach x ergibt sich daraus zu
. d
,_dy _ y(t) EZZ

Y= xt):%'

(a) Fiir die Zykloide ergibt sich mit ¢ als Parameter die Ableitung zu

z = a(l— Acost)
Yy = aAsint

;o aAsint
vo= a(l — Acost)

(b) Fiir die Evolvente ist ¢ der Parameter und die Ableitung wird

T = —asinp+ apcosy + asingp
Yy = acosy+apsing —acosy
y = ke N Q.

ap cos ¢

2. Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen stetig differenzierbar (oder zumindest differen-
zierbar) sind in R:

1

241’ hz)=|z| -z, k(z)=2% Ia)=e VT,

f(z) =ze” sin(z), g(x)=

Losung: Produkte, Summen und stetige Funktionen stetiger Funktionen sind wieder stetige
Funktionen. Alle Faktoren in f(z) sind stetig, so dass f(x) ebenfalls stetig ist. Auflerdem hat
f(x) keine Kanten oder Knicke, so dass f(z) auch differenzierbar ist mit f'(x) = e*(x cos(z)+
x sin(z) +sin(x)). Auch f'(z) setzt sich nur aus stetigen Funktionen zusammen, ist also selbst
stetig. Daher ist f(x) auch stetig differenzierbar.

Fiir g(x) gilt Stetigkeit mit der oben gegebenen Argumentation. Probleme mit einer etwaigen
Definitionsliicke oder Polstelle gibt es im Reellen nicht, ebenso keine Knicke, d.h. g(x) ist auch
differenzierbar. Fiir die Ableitung gilt ¢’(x) = —2x/(2%+1)2. Auch diese Funktion ist stetig, da
sie sich aus stetigen Funktionen zusammen setzt. Damit ist auch g(x) stetig diffferenzierbar.
Die Funktion h(z) erfordert eine Fallunterscheidung. Daher ldsst sie sich etwas geschickter

darstellen als
h(z) = {—296 firz <0
0 firz >0
Die Funktion ist stetig in R fiir alle Punkte aufler Null sind die einzelnen Funktionen stetig
und fiir z — 0 sind rechter und linger Grenzwert jeweils gleich dem Funktionswert f(0) = 0.
Die Funktion ist differenzierbar in allen Punkten aufler z = 0:

1 (=2 x<0
h(x)_{O firxz >0~
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Rechts- und linksseitiger Grenzwert der Ableitung sind fiir z — 0 nicht identisch, d.h. die
Funktion ist in diesem Punkt nicht differenzierbar. Die Ableitung ist jedoch stetig, so dass
h(z) stetig differenzierbar ist in R\{0}.

k(x) ist stetig in R. k(z) ist auch differenzierbar mit der Ableitung &/(z) = %x’l/B, allerdings
nicht differenzierbar in « = 0, da links- und rechtsseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten
unterschiedliches Vorzeichen haben (und fiir 2 = 0 nicht einmal endlich sind). Die Ableitung
ist jedoch stetig, so dass auch k(x) stetig differenzierbar ist in R\{0}.

I[(x) ist eine stetige Funktion einer stetigen Funktion und damit wieder stetig. Die Ableitung
ist

ze~Vaita®

VaZ+a? |

Zumindest fiir a # 0 ist die Ableitung iiberall definiert und, da sie wieder nur aus stetigen
Funktionen besteht, stetig, so dass (z) stetig differenzierbar ist.

I'(z) = —

3. Radialsymmetrische Felder sind proportional zu ™. Bestimmen Sie den Gradienten fiir die
folgenden Felder:

A(r) = er,
B(T) = ; y
c(r) = er",

jeweils in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordinaten.

Losung: In kartesischen Koordinaten ist das reine Rechnerei. Vorbetrachtung: es ist " =
n
Va2 +y2 4 22 = (2 +y? + 22)™/2. Ableitung nach einer Komponente ergibt

orn o(x2 2 23 ( 92 _9
ar _ (z +ya—|—z )\n/2) _ g(mQ +y2 +Z2>n/2—1 99 — nar/z2 T2 +zg” — nar2
T iy

Fiir den Gradienten erhalten wir dann

x
Vvit= |y | w2 =ré, "2 =" e, . (1)
z
Angewandt auf die obigen Felder ergibt sich
VA = V(er)=ce,,
VB = Vi=V(rh=-1¢,
r r

VC = V(™) =ner" e, .

In Kugelkoordinaten hétten wir (1) einfacher erhalten. Fiir den Gradienten in Kugelkoordi-
naten gilt

0A. 10A . 1 9A

VAzger—'_r 89 " 7 sino %e@'

Da die Felder radialsymmetrisch sind, héingen wie weder von ¥ noch von ¢ ab, d.h. der
Gradient vereinfacht sich zu

A
VAza—é}:—eT:nr €,

or
entsprechend (1).

4. Bilden Sie alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

flz,y) = sin(az)e™ +¢°
g(z,y) = zy? + 425y + 16x + cos x



—xz

h(z,y,z) = 2cos(3zy)e

Uberpriifen Sie, ob die gemischten Ableitungen identisch sind.

Losung: Ableitungen einfach, Produktregel und Kettenregel beriicksichtigen:

fo = 2a sm(ax) cos(ax)e”
fy = bsin*(oa) by+3y
fee = 2a(acos®*(azx)— asin®(azx))e?
foy = 2absin(az) cos(ax) by
fye = 2absin(ax) cos(ax)e = f,,
fyy = b sin(ax)e® + 6y
gx = y>+20z'y+ 16 —sinz
gy = 2xy+ 425
Grz = 802%y —cosx
Joy = 2y+ 202"
Gy = 2y+ 202" = Jzy
Jyy = 22

Bei den zweiten Ableitungen von h an die Kreativitdt der Studierenden appellieren; formal
Anwendung der Produktregel, wobei ein Faktor jeweils wieder die Anwendung der Produkt-
regel erfordert (wurde auch bei h(z) in der voran gegangenen Aufgabe bendotigt):

[f(@)g(z) (=) = [f(x){g(=

[l
&.‘&h
—~

8 8
~— — —

Angewandt auf die Aufgabe:

—xz

= hxy

hy = —6ysin(3zy)e " — 2z cos(3zy)e "

hy = —6x sin(3zy)e **

h, = —2x cos(3zy) e **
hee = —18ycos(3zy) e %% + 12zysin(3zy) e~ %% + 222 cos(3zy) e
hay = —18zxy cos(3zy) e ** 4 6zx sin(3zy) e — 6sin(3zy) e
hz. = 6yz sin(3zy) e™** + 2zx cos(3zy) e™** — 2cos(3xy) e™**
hyz = —6sin(3zy)e™** — 18xy cos(3zy) e™** + 6xz cos(3zy)e™
hy, = —1827 cos(3zy)e **

h,. = 6% sin(3zy)e

h.e = —2cos(3zy)e” + 6y sin(3zy) e "% + 2xz cos(3xy) e~ = hy,
h,, = 6z%sin(3zy) e ™ =h,.

h.. = 22% cos(3zy) e”**

. Gegeben ist das Feld A = ze~2"~%" 4 0.5. Bestimmen Sie den Gradienten und die Ableitung
in Richtung des Vektors @ = (1, —3). Bestimmen Sie beides auch fiir den Ursprung und den

Punkt (-1,-1). Skizzieren Sie Feld, Isolinien und Gradient (MatLab erlaubt).

Losung: Feld, Isoflichen und Gradient:



2 - 25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
Der Gradient ergibt sich zu

[ (1—22?) o= v
VA == < y2 ’

—2xy e '

dritte Komponente verschwindet, da nur 2D-Feld betrachtet. Die Richtungsableitung ergibt
sich als die Projektion des Gradienten auf den Einheitsvektor der gegebenen Richtung:

%:VA-é’a:VA-
oa

| =

=N

und damit nach Einsetzen

A (1—22%)e 2" ¥ 1 1 1 ) a2
— = C— =—(1-2 6 oy
g < —2xy efzr27y2 \/E _3 \/E ( x° + J?y) e

Die Richtungsableitung gibt nur einen Betrag, die Richtung ist bereits durch €, festgelegt.
Fiir den Ursprung ergibt sich

1 0A 1
VA—<O> und %_\/Tﬁ7

L_ des Gradienten.

d.h. die Steigung in Richtung von @ betréigt nur T

Fiir den Punkt (-1,-1) ergibt sich

_ —_e2 0A _ 5 5
VA = (—26_2> und % = \/T>Oe .



