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Ubungsaufgabe Verallgemeinerte Funktion

1. Bei einem in einer Ebene schwingenden Fadenpendel verldngert sich der Faden mit konstanter
Rate b geméB | = a + bt. Mit der Auslenkung 6 gegeniiber der vertikalen ldsst sich die
Bewegungsgleichung fiir kleine Auslenkungen schreiben als

m(l0 + 200) = —mg sin 6 oder (a+bt)f +2b0 4+ gf = 0. (1)

Finden Sie eine allgemeine Losung dieser Gleichung. Bestimmen Sie die spezielle Losung fiir
0(0) = 6y und 6(0) = 0.

Hinweis: diese Aufgabe ist ein Anwendungsbeispiel fiir die Besselfunktion. Deren allgemeinste
Darstellungsform ist

2y (x) + (1 = 2)zy’ (z) + (B°7*2® + o® = v*y?)y(2) = 0 (2)
mit der allgemeinen Losung
y(@) = 2% [er,(B27) + 2, (B27)] (3)

(Hinweis an die Studierenden: numerische Losung in den MatLab-Tutorien versuchen und mit
der hier gefundenen analytischen Losung vergleichen.)

Losung: bei dieser Differentialgleichung héingt die Auslenkung 6 nicht nur von der Zeit son-
dern auch von der Léange des Fadens ab. Fiir diese fithren wir die Variable x = a + bt ein und
konnen damit die Bewegungsgleichung umschreiben in

d2 do gz

2
— 42— +-60=0. 4
xdw2+xdx+b2 )

Vergleich mit (2) liefert 1 — 2a =2, v = %7 a? — 1v29? = 0 und 3?42 = g/b%. Damit wird die
allgemeine Losung (3) zu

G(x) = 1'_% [61J1 <2(g;)2> +CQY1 (2(g;)§>‘| . (5)

Dabei verschwindet der Y7 Term nicht, da © = a+ bt stets von Null verschieden ist (zumindest
fiir die nicht-trivialen Fille ¢ > 0 und b > 0). Damit haben wir die allgemeine Lésung
bestimmt.

Zur Auswertung der gegebenen Anfangsbedingungen setzen wir die erste in die Losung (5)
ein unter Verwendung der Abkiirzung

) = 2Mag)? (©)
b
(das a ergibt sich aus z(0) = a 4+ b0 = a) und erhalten
\/590 = ClJl()\) + CQYl()\) . (7)

Zur Auswertung der Anfangsbedingung fithren wir die Abkiirzung

2,/gx
b

ein und schreiben fiir 0:
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Die zeitliche Ableitung wird damit zu

0 _ dodu_2/a[ d (A)du, d (i) du
o cldu U
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at du dt b a T %au\u ) ar
2./9 J: Y- (7] 2
i —le2 - CQi i = —79 [C1J2(u) + CQYQ(U)} .
b u u T bru

Fiir t = 0 ergibt sich daraus
Cljg()\) + 021/2()\) .

Kombination von (7) und (11) liefert fiir die Integrationskonstanten

B al/26,Ys(N) w205 ()
TTTOORN) - OO 2
und
o — \/690J2()\) - WA\/&HOJQ()\)
2T LYV — L)Y (N 2 '

(12)

(13)

Die jeweils letzten Schritte (Zusammenfassen der verschiedenen Ordnungen zum Umschreiben
der Nennen) ist nicht offensichtlich, fiir eine sinnvolle Moglichkeit ist es ausreichend, bis zu

den jeweils mittleren Termen zu gelangen. Die Gesamtlosung wird damit

A0y [a
0= [ L) - Ve )]

(14)



