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Ubungsaufgaben Vektoranalysis

1. Bestimmen Sie die Quellen des Feldes VA x VB.

Lésung: Rechenregeln (Produktregel) verwenden, dazu die Abkiirzungen C=VAund D =
VB :

V- (VAxVB) = V-(C
= D-(V
Ve - (

C-(V x D)

D)
C) -
x VA) —VA-(V xVB) =0, (1)
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da Gradientenfelder wirbelfrei sind.

2. Bestimmen Sie die Quellstirke eines homogen geladenen Zylinders mit Radius R, der ein
elektrisches Feld
E(o) = cR?*/0é, AuBenraum mit R < g
Lésung: Divergenz in Zylinderkoordinaten ist allgemein

o o L0ed,) 104, 94,

= { co €, Innenraum mit R > p

o 0o o Op 0z

Da das Feld nur von p, nicht aber von ¢ oder z abhéngt, verschwinden die entsprechenden
Terme und es bleibt

s 1 A
v.i_ L0ledy)
o Oo
Fiir den Innenraum ist dann
| 21
V~E:facg =—2co=2c.
o do o
Im AuBlenraum dagegen gilt
1 o<
V- E=-—2 =0,
o do

d.h. im Auflenraum verschwindet die Quellstirke erwartungsgemas.

3. Bestimmen Sie das Geschwindigkeitsfeld einer mit der Winkelgeschwindigkeit & = wé, rotie-
renden Scheibe. Bestimmen Sie ferner die Rotation dieses Geschwindigkeitsfeldes.

Lésung: Das Geschwindigkeitsfeld ¢(7) gibt die Geschwindigkeit eines Teilchens an einem
beliebigen Ort 7 auf der Scheibe:

0 T —wy
T=dxr=0] x|y ] =| we ,
w 0 0

die Bewegung ist also auf die zy-Ebene beschrinkt. Fiir die Rotation ergibt sich

0/0x —wy 0 0
Vxd=109/0y | x| wa | = 0 =10 |=20;.
0/0z 0 w—(—w) 2w

Das Feld ist also, wie auch anschaulich zu erwarten, ein Wirbelfeld.
Da es sich um ein Wirbelfeld handelt, muss das Geschwindigkeitsfeld quellen-frei sein, d.h.

0/0x —wy
V- iv=109/0y | -| we | =0.
0/0z 0
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4. Bestimmen Sie die Parameter a und b derart, dass die Rotation des Vektorfeldes
. 2x2% + 932
A= ary?z

2222 + bxy®

iiberall verschwindet.

Losung: die Rotation des Feldes ist

0/0x 2222 + 132
VxA = 0/0y | x axy’z
0/0z 2222 + bay?
3bxy? — axy?
= dzx —y3 — dwz + by 0.
ay?z — 3zy?

Die y-Komponente liefert b = 1, die z-Komponente a = 3. Einsetzen in z-Komponente liefert
konsistentes Ergebnis.

5. Ein magnetisches Feld ist gegeben als

= 1.
H:izgeip

Skizzieren Sie das Feld, bestimmen Sie seine Wirbel.

Lésung: Darstellung des Feldes in Zylinderkoordinaten, das Feld hat keine Komponente in
z oder p-Richtung, d.h. H, = 0 und H, = 0. Feld als konzentrische Kreise um den Ursprung
darstellbar. Fiir die Rotation in Kugelkoordinaten gilt allgemein

. . (104 A A A 1 A A
rotA:VxA:( 0 z—a“’>é’g+<a e 9 Z)€¢+(M—a Q)é;.

0 Oy 0z 9z o 0 do %

In diesem speziellen Fall iiberleben nur der zweite Term der ersten und der erste Term der

letzten Klammer: 5 Lo )
. H, oH -

VxH=-—"F%¥ =g =

% 9z @ o 0o ‘

Die Stromdichte ¢ bestimmt also den Wirbel des Feldes, analog zu dem Ergebnis aus Aufgabe
3. Die so gefundene Gleichung ist iibrigens allgemein giiltig — sie ist (bis auf die Konstanten)
eine der Maxwell-Gleichungen (Ampere’sches Gesetz) in differentieller Form.

6. Bestimmen Sie die Rotation des Dipolfeldes

—z2 4+ y2 + 22
E=- 2 . 2 2)2 —2xy
dmeg(a? + y2 + 22) o

Zeigen Sie ferner, dass sich dieses Feld als der Gradient des skalaren Potentials

_ pz
 dmeg (22 4+ 42 + 22)

V(z,y,z2)

mit £ als dem Dipolmoment und ¢¢ als der Permittivitédt darstellen ldsst und bestimmen Sie
die Quellstirke dieses Feldes. Uberlegen Sie sich, was dies fiir die Rotation bedeutet.

Liosung: der zweite Teil der Aufgabe sollte die Studierenden daran erinnern, dass sich das
Dipolafeld als Gradient eines skalaren Potentials darstellen ldsst. Und da Gradientenfelder
wirbelfrei sind, kann man sich diese Rechnung sparen.



Andererseits kann

die Rechnung aber auch verwendet werden, um die obige Aussage zu

tiberpriifen:
. 0/0x u —2? +y? + 22
VxE=|0/0y | x |- —2xy
0/0z dmeo(2? +y? +22)? —2xz
Komponentenweise erhalten wir
ol _ o) —2 d —2 8 8 _
Vx Bl = -3 | ity - & ok | = o 2% - i o,
o _ o —a’4y’+2° ) -2
[VxEl = -5z | (916'20-1-2151-&-25)2 ~ Bz @y
M (=22 +y%+22)(—2)2z 2z 2xz(—2)2z 22
= T Ing @B +tyt T e
_ i 4z —4z(—z?4y?42%)—8z%2
= "I |t C)?
_ o p 4z(—z®+y®+22) 74x2274zy274z3:| =0
= Ireo [@BE )3 =
—. . P 2 5 — 2+ 2+ 2
[VxE], = 4:60 oz (-”62-&-11951-11-22)2 T oy (-76;C+y;}+z2z)2
_ 2002 2N
= o5 | e+ N m%'+c%2}
. _u dy —8ry2—4y(—w2+y2+22}
= Imeo [P L
TR G Vi 50 N 4wy2+4y3+4y22} -0
Ineo )3 )3 =

Die Rechnung macht deutlich, dass es Arbeit sparen sein kann, sich zu merken, dass Gradi-
entenfelder wirbelfrei sind.

Bleibt noch die Bestimmung des Feldes aus dem Potential:

. u 0/0x .
E = -VW=- 2/0y | ———
dmeg 0/9- (22 4+ y%2 + 22)
2?42 22
= — a —2zy
drreg(a? + y? 4 22)2 oy

Potential geplottet tiber der xy-Ebene:

15

10 |

-1 -1

Skizze fiir Aquipotential- und Feldlinien auf zy-Ebene beschrinken:



und bitte noch einmal darauf hinweisen, dass die Feldlinien senkrecht auf den Aquipotentiallinien
stehen. Fiir die Quellstéirke ergibt sich

B 0/0x i —2? +y?+ 22
V-E = g?gg Tdmeo( ¥ g2 1 2 :;iz
o z@ =y =P zp 22y zp
T r(@2+ 2+ 223 (a2 42+ 22)%e0 w2+ 12 +22)3s0  27m(22 + 12 + 22)2¢
2222 U
Sz 4y + 22)3e * 27 (22 4+ Y2 + 22)2¢
B 2121 2222 r(x? —y? =22 3z
T (a2 —l—gg;j +22)320 w2 +y?+ 223 w(a®+1y2 42230 2m(x? + 2 + 22)%e

2m(z2 +y2 + 22)%e0
7. Bestimmen Sie den Massenstrom
J = ovok(= ovoé.)
mit ¢ als Dichte und vok als Geschwindigkeit durch eine Halbkugel mit Radius a wobei die
Halbkugel auf der zy-Ebene aufliegt.

Losung: Der Fluss eines Feldes A durch eine (Ober)Fliche ist definiert als
o= / A-dS.
S

Um dieses Integral zu 16sen wird das Flichenelement dS iiber den Normaleneinheitsvektor 7
und die Grofe des Flidchenelements dS' = du dv geschrieben

dS = i1dS = fidu dv

mit v und v als den bei der Darstellung der Flache verwendeten Parametern. Fiir den Fluss
lasst sich daher auch schreiben

@:/E-d§:/ﬁ-ﬁd5:/1-ﬁdudv.
S S S

Die Gleichung der Oberfliche ist in diesem Fall z = /a? — 22 — y2. Wir kénnen die Ober-
fliiche als Isolinie eines Feldes U = 2 — /a? — 22 — 32 interpretieren und erhalten fiir den
Normalenvektor

x/z x
y/z y
IR VA 1 z T
n = = = )
V| 4 a z



da

2 2 2 2 2 2
x x° + + z a
z z z z

Der Normalenvektor zeigt, wie auch anschaulich klar, radial nach aufien. Damit wird das
Produkt
7 Quoz

J il =

a
und fiir den Fluss ergibt sich

1/2
P = /QvozdS— QUOZ// (1+ 2) dedy =,
QUOZ// fdxdy—gvo//dxdy—gvowa

der Fluss durch die Halbkugel ist genauso grofl wie der Fluss durch die projizierte Fliche der
Halbkugel, den Kreis.

Alternativ hitte man hier auch Kugelkoordinaten verwenden kénnen mit den Winkeln als
Parameter zur Darstellung der Kurve. Die Formulierung ist nicht wesentlich eleganter, da sich
zwar die Flache, nicht aber das Feld in Kugelkoordinaten geschickter darstellen lassen.

. Gegeben ist das Feld F = (x,y, z). Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Gauf’schen Satzes fiir
eine zylindrische Oberfliche mit 22 + y?> =4 und 0 < z < 4.

Lésung: der GauB’sche Satz (Divergenztheorem) ist

/F-d§:/v-ﬁdv. (2)

Der Geometrie angemessen sind Zylinderkoordinaten. Fiir die rechte Seite dieser Gleichung

erhalten wir
P 6F 8F
/ / / Fo dzdgadr—/ / /3gdzd<pd7‘
Ox [“)z
0 =02=0
2r -2 =

@ 0=0¢=0z2=
= 3.4 A8 (3)

RS

Zur Auswertung der linken Seite miissen wir das Integral in drei Teile zerlegen: die Mantel-
fliche des Zylinders mit ® = 22 + y? — 4, die obere Deckfliche bei z = 4 und die untere bei
z = 0. Auf den beiden Deckflachen ist der Normalenvektor jeweils parallel zur z-Achse, bei der
oberen Deckfldche nach oben weisend, bei der unteren nach unten. Vom Produkt F'7i bleibt
jeweils £z bestehen. Den Normalenvektor auf der Mantelfliche kénnen wir durch Uberlegen
bestimmen. Er muss radial von der z-Achse weg weisen, d.h. er hat die Richtung (z,y,0). Da
die Flédche, auf der dieser Vektor steht, einen Abstand von 2 von der z-Achse hat, muss gelten

X

L1
=51y - (4)
0

Alternativ hitten wir den Normalenvektor auch bestimmen konnen als

Ve  2we, +2yE, 1 (7
ﬁ = = 176;5 + yey = - y . (5)
0

‘V@l ,/4x2+4y2 2

Das Produkt aus Feld und Normalenvektor wird damit

x x 2 2
-, 1 4
2 2 2
z 0



Damit ergibt sich fiir die linke Seite von (

LS = /F ndS = /zdS+/2dS+/—zdS
/ /zgdgpdg—l—/ /Qngodz—/ /zgdgpdg

0=0¢=0 z2=0 o= 0=0 p=
= 4-2:2n+2-2-2w-4— 0 2- 277—167T+?>27r=487r7 (7)

rechte und linke Seite stimmen also iiberein.

. Gegeben ist das Vektorfeld F= (—y,x,1). Verifizieren Sie den Stokes’schen Satz fiir eine auf
der zy-Ebene aufliegende Halbkugel mit z = y/4 — 22 — y2.

Losung: der Stokes’sche Satz besagt

j{ﬁdF:/Vxﬁdg. (8)

Die Halbkugel, und damit auch der Kreis, der sich in der zy-Ebene bildet, haben einen Radius
von 2. Der Normalenvektor auf der Halbkugel ist damit gegeben als

X

L1
"—5 Yy . (9)
z

Fiir das Linienintegral ist der Kreis in der xy-Ebene daher gegen den Uhrzeigersinn zu um-
laufen. In Parameterform lésst sich der Kreis schreiben als

x=cosp und y=sing (10)
mit 0 < ¢ < 27. Damit erhalten wir fiir das Feld
. —2sing
F=1 2cosp |, (11)
1
fiir 7
2cos
7= 2siny (12)
0
und fiir seine Ableitung nach dem Parameter ¢
- —2sinp
d
Lo 2cos e | . (13)
de 0
Die linke Seite von (8) wird damit
a7 —2singp —2sinp
LS = }{F —dp = 7{ 2cosp | - | 2cosp | dp
dy 1 0
= }{(4sin2cp+4c082<p)dap:%4dg@:8ﬂ'. (14)
Fiir die rechte Seite erhalten wir
0/0x 0
RS = / /0y | x| = ds = / / 0| ododyp
8/82 020 o= 1
= / /29dgd<p—87r (15)
=0 o=



