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Ubungsaufgaben Gekoppelte Differentialgleichungen

1. Losen Sie die Differentialgleichung
T+3tt+3x=0

mit Hilfe einer Potenzreihe.

Losung: als Ansatz wird eine Potenzreihe der Form

o0
T = E ant”
n=0

mit den Ableitungen

T = Z nant" und I = Z n(n — 1)a,t™ 2
n=1 n=2
gewihlt und in die DGL eingesetzt:
Z n(n —1a,t" 2 +3 Z na,t" + 3 Z ant" =0.
n=2 n=0 n=0

Als erstes verschieben wir die Indizes so, dass wir die Summen zusammen fassen konnen

o0

> (n+2)(n+ Dapgot™ + f: 3(n+ 1)a,t™ =0

n=0 n=0

und erhalten
o

ST+ 2)(n+ Daggs +3(n+ Day]t" = 0.
n=0

Diese Gleichung muss fiir alle ¢ erfiillt sein, d.h. es muss gelten

f: [(n+2)(n+ Dapte +3(n+1)a,] =0.

n=0
Damit erhalten wir als Rekursionsformel fiir die a,,:

3
an, .
n+2

Ap4+2 = —

Jeder Koeffizient ergibt sich also aus dem vorletzten Koeflizienten der Reihe d.h. wir miissen
gerade und ungerade Koeffizienten getrennt betrachten. Fiir die geraden Koeffizienten begin-
nen wir mit n = 0 und erhalten

3
az = —504(),
3 32
ay = ——Qg=———
4 4 2 42a
3 33 33
a = ——Q4 = — = — ag .
0 6 ' 6-4.2 233"

Das Verfahren lisst sich fortsetzen und wir erhalten als allgemeine Formel fiir die geraden

Koeffizienten
(13"
Aop = ————ay .
2 onpl 0
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Fiir die ungeraden Koeffizienten beginnen wir mit n = 1 und erhalten

a3 = —ap,

as = f§a *ga

5 - 5 3*5 1

ar = —§a ——ia = — 3 a
[ 7.5 7.5.31

und damit als allgemeine Formel fiir die ungeraden Koeffizienten

. 7 (_1)n 3n " (_1)71 3n .
T On+1)(2n—1)...5-3-1 " Cn+1I "
mit 2n+1)!'=2n+1)-(2n—1)-...-5-3- 1. Fir die Gesamtlosung ergibt sich damit

_ — (_1)’”371 2n = (_1)71371 2n+1
w0 =00d pur e ot
n=0 n=0

Die Koeffizienten ag und a; sind, falls diese gegeben sind, aus den Anfangswerten zu bestim-
men.

. Die Ratengleichungen fiir eine chemische Reaktion

k
ACBMC
ko
sind gegeben durch
A B
d = -k A+ kB, d =kA— (kg + kg)B und E =k3B.

dt dt dt

Losen Sie dieses System gekoppelter DGLs fiir den Spezialfall k1 = k3 = 2 und k; = 1 mit
den Anfangsbedingungen A(0) = A und B(0) = C(0) = 0. Nebenbemerkung: die Summe der
Gleichungen ergibt d(A + B + C)/dt = 0. Was bedeutet das physikalisch?

Lésung: mit einem Vektor
A
c=|B
C

der Konzentrationen der Substanzen A, B und C' lassen sich die Ratengleichungen in Matrix-
form schreiben als

(A —ky ks 0\ /A4
c= B = k1 —(k’2+k3) 0 B | =RcC.
C 0 k3 0 C

Zur Losung des Systems linearer Differentialgleichungen miissen wir die Eigenwerte der Matrix
R bestimmen, d.h. die Gleichung

—k; — X\ ko 0,
D — AE| = ky —(ka+ks) =X 0 |=0
0 ks -\

muss gelost werden. Fiir die in der Aufgabenstellung gegebenen k; erhalten wir

—2-x 1 0
D—AE| = 2 —3-X 0
0 2 -2

= (2= (=3 - NN - 2N



(=2 =A)(=3—)) — 2]\
= [6+5A+A%—2]\
= [A2+5A+4])
(1+X)A+M)A=0

und damit fiir die Eigenwerte
)\1:*1, )\2:74 und /\3:0

Der Eigenvektor zu A3 bestimmt sich aus

-2 1 0 us1 —2uzy +us2 |
2 -3 0 us2 = QU31 — SU32 =0.
0 2 0 uss 0

Damit ist u3; = uzs = 0 und uss beliebig, d.h. der Eigenvektor i3 zu A3 ist

0
i= | o
1
Der Eigenvektor zu A\; bestimmt sich aus
-1 1 0 U1 —U11 + U2 |
2 -2 0 uz | = | 2u11 — 2uq12 | =0
0 2 1 uU13 2u12 + u13
Damit ist u13 = —2u12 und w11 = uy2, d.h. der Eigenvektor zu A\ ist
1
U] = 1
-2

Auf eine Normierung haben wir verzichtet — das holen wir bei der Bestimmung der Integrati-
onskonstante automatisch nach.

Der Einheitsvektor zu g ergibt sich aus

2 1 0 U1 2u21 + U2 |
2 10 U22 = 2U21 + U929 =0.
0 2 4 U93 2ug9 + 4ugs
Damit ist uge = —2us1 und ug3 = u9p und der Einheitsvektor zu s ist
-1
Ty = 9
-1

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung wird damit

A 1 -1 0
B | = Z d; a’ie’\i =d; 1 et + dy 2 e 4 +d3 | 0 ,
C i -2 -1 1

wobei die Integrationskonstanten d; aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind:

Ao 1 1 0
0 |=di| 1 |+da| 2 | +ds|0
0 ) 1 1



oder
Ag=dy — da, 0=dy +2ds und ds = Ay .

Damit ist d; = 24¢/3 und dy = —A4/3.

1 1 0

A 2A
at) = ?0 —2 | e ¥ 4 TO 1 |et+4[0
1 —2 1

Physikalisch bedeutet d(A + B + C')/dt = 0 nur, dass sich die Summe der Reaktionspartner
mit der Zeit nicht &ndert. Das ist nur eine spezielle Formulierung einer Kontinuitétsgleichung.

. System gewo6hnlicher DGLs:
Zwei Tanks, die jeweils 24 1 Fliissigkeit enthalten, sind durch zwei Rohre miteinander verbun-
den:

—_—
6lmin|  pank A — Tank B
8 1/min
x(1) y(b)
241 241
x(0)=x0 y(0)=y0

-

2 Vmin ‘ 6 1/min

Durch diese flieit Fliissigkeit von A nach B mit einer Rate von 8 1/min, von B nach A mit
einer Rate von 2 1/min. Innerhalb jedes Tanks ist die Fliissigkeit gut durchmixt. In Tank A
fliefit zusitzlich reines Wasser mit einer Rate von 6 1/min, die Mischung wird aus Tank B
entnommen, ebenfalls mit einer Rate von 6 1/min. Zur Zeit ¢ = 0 enthélt Tank A zy Salz,
Tank B yo kg. Das zugehorige Gleichungssystem auf fiir die Masse des Salzes in Tanks A
(x(t)) und B (y(t)) ist

2 8 Yy x . 8 2
= — - und Yy=—T— Y=

R - S _ r_y
TV T T 127 3 Tt T Y T3 3

Losen Sie das Gleichungssystem Welche Losung erhalten Sie fiir ¢ — co?

-2 2
z(t) = — (yo 1 xo) e M2 4 (yo —z x()) e /0

y(t) = (yo 22%) ot/2 | (Z/o 22930> o t/6

. Der harmonische Oszillator &m + kx = 0 wird durch eine DGL zweiter Ordnung beschrieben.
Zerlegen Sie diese DGL in ein System von gekoppelten DGLs erster Ordnung und 16sen Sie
dieses Eigenwertproblem.

Lésung:

Losung: Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung sind wohl erprobt
und optimiert; Differentialgleichungen héherer Ordnung kann man mit diesen Verfahren losen,
wenn man die DGL nter Ordnung in ein System von n DGLs erster Ordnung iiberfiihrt. Bei
der Schwingungsgleichung verwenden wir dazu den gleichen Trick wie beim Fall mit Reibung;:
wir ersetzen & durch eine neue variable v. Dann ergeben sich die DGLs

b= —wir = und T=v.



In Matrixschreibweise ist der Vektor der gesuchten Grofilen ¢ = (v,2) und damit das Glei-
chungssystem in Matrixschreibweise:

s (0 —wi) .

o (0 )

Exponentialansatz ¢ ~ e liefert als Eigenwertgleichung [D — AE| = 0, d.h.

D )
‘ A wh :)\2+w(2)é

1 -2

mit den wohlbekannten Losungen \; o = %iwg. Damit ergibt sich als (komplexe) Losung des
Gleichungssystems
T = et 4 pe~wot =

mit den aus den Anfangsbedingungen zu bestimmenden komplexen Integrationskonstanten @
und b. Beschrinkung auf den Realteil wieder mit Hilfe der Euler-Gleichung e'* = cos(z) +
isin(x) liefert das bekannte Ergebnis

c= (Zgg ) = 60 COS(wot) + 50 SiH(UJOt)

mit @y und 50 als reellen Integrationskonstanten.

. Gekoppelte Fadenpendel: zwei Fadenpendel der Linge [ und der Masse m schwingen in einer
Ebene und sind durch eine Feder mit der Federkonstante k£ verbunden. Stellen Sie die Bewe-
gungsgleichungen auf und lésen Sie sie.

Liosung: wir beschriinken uns auf kleine Auslenkungen x = lp. Die riicktreibende Kraft ist
jeweils die Komponente der Gravitationskraft senkrecht zum Faden, d.h. Fg = mg sin .
Taylor-Entwicklung des Sinus erlaubt es, diesen fiir kleine Auslenkungen durch den Winkel
zu ersetzen, d.h. die Bewgeungsgleichung fiir ein Fadenpendel ist

mlp = —mge = pHwio=0 mit wy= %
Diese Gleichung gilt fiir jedes der Fadenpendel, d.h. fiir zwei nicht gekoppelte Fadenpendel

ist das Gleichungssystem

$1+wipr = 0,
G2 +wipr = 0.

Die Feder koppelt die beiden Pendel (und damit auch die beiden Bewegungsgleichungen). Da
wir ohnehin nur kleine Auslenkungen betrachten, ist lp; jeweils die Auslenkung der iten Masse
und damit kl(p1 — =) die Kopplung zwischen den beiden Pendeln. Die Bewegungsgleichungen
sind damit

$1+wiper wi(er —p2) = 0

)
P2 + wyp2 = wp

(p2 —¢1) =0

bzw. in Matrixschreibweise )
F=AF mit A=().

Damit haben wir zwar andere Buchstaben aber formal die gleiche DGL wie beim Federpendel
— und konnen die Losung von dort iibernehmen.
Exponentialansatz @ = @ e liefert

A igeM = aqgeM



und damit als Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte

—2w3 — N2 wd Lo
w3 —2w2 — N2 T
oder '
(202 — A (2wi — A?) —wj =0.
Diese Gleichung ist erfiillt fiir A7 = —w2 und A3 = —3w?, d.h. wir erhalten \; = iwy und

Ay = iv/3wp. Die allgemeine komplexe Losung ist daher
Z(t) :A‘l elwot +/T2 e~ iwot +A’3 ol V3wot +A'4 o—iV3wot

mit den aus den Anfangsbedingungen zu bestimmenden komplexen Integrationskonstanten
A;.

Die Losung A\; entspricht der fiir den harmonischen Ostzillator. In diesem Fall schwingen
beide Massen in Phase, verhalten sich also wie eine einzige Masse (es ist egal, ob sie durch
die mittlere Feder gekoppelt sind oder nicht) und die Losung ist fiir Anfangsbedingungen
maximale Auslenkung #y = (2o, z¢) und verschwindende Geschwindigkeit &y = 0

Z(t) = o cos (wot) .

Die Loésung Ao entspricht der Situation, dass beide Massen genau entgegengesetzt schwingen.



