Spickzettel Vektorraum

Definition: Ein Vektorraum V besteht aus einer Menge von Objekten {, ¥, 0, ...}, die als Vektoren
bezeichnet werden. Zwischen den Vektoren sind die Operationen Addition und Multiplikation mit
einem Skalar A definiert. Dabei gelten die folgenden Beziehungen:

1. Abgeschlossenheit: der Raum ist abgeschlossen im Hinblick auf die Addition und die Multi-
plikation mit einem Skalar, d.h. die Ergebnisse dieser Operationen sind wieder Elemente von
v Vu,veV: i+v€eV und VieVAVAIER: MeV.

2. fiir die Addition gilt das Kommutativgesetz (die Addition ist kommutativ):

U+v=v+d Viu,veV.
3. fiir die Addition gilt das Assoziativgesetz (die Addition ist assoziativ)
U+ (T4+d)=@+V)+d=u+v+d Vi, v, weV.

4. es gibt einen Nullvektor 0 (neutrales Element der Addition) in V' mit

i+0=1 VieV.

5. zu jedem Vektor @ in V gibt es einen inversen Vektor —i in V', derart dass gilt

i+ (-0)=0 VaeV.
Neutrales und inverses Element sind verschieden.

6. fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar gilt das Distributivgesetz:

A+ pi=Ni+pi und A@+7) = i+ M VY\NpeRAVETEV .

7. fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar gilt das Assoziativgesetz:

Aptd) = (M@= pd YA eERAVEEV .

Definition: Die Basis eines Vektorraums V' ist eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren
E = {é1,...,én} mit deren Hilfe alle Vektoren des Vektorraumes eindeutig ausgedriickt werden
konnen:

N
VEeV @ AN ER mit 7= A .
i=1

Die skalaren Groflen \; sind die Koordinaten von ¥ im Bezug auf die Basis E.

Definition: Die Dimension eines Vektorraums ist bestimmt durch die Zahl von Basisvektoren,
die erforderlich ist, um die Position jedes Ortes im Raum (und damit jeden Vektor) eindeutig zu
beschreiben.

Definition: Es gibt nur einen Vektorraum der Dimension n, bezeichnet als R™. Mathematisch
sind alle Vektorrdume mit Dimension n identisch mit R", auch wenn sie durch unendlich viele
verschiedene Basen dargestellt werden koénnen.



