Spickzettel Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Allgemeines
e Kine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung lisst sich in der folgenden Form darstellen:
At)i 4+ B(t)x + C(t)x = g(t) .
Darin ist A(t)Z + B(t)z + C(t)x = 0 die homogene DGL, g(¢) die Inhomogenitiit.

e Superpositionsprinzip: Die Losung einer inhomogenen DGL setzt sich zusammen aus der all-
gemeinen Losung der homogenen DGL und einer speziellen Losung der inhomogenen DGL.

Klassifikation und Loésungsverfahren
e Lineare homogene DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

gewohnlicher Punkt A(t) # 0
al +bx+cx=0 = T+pr+qr=0.

Zwei Losungsverfahren stehen zur Auswahl:

— Exponentialansatz x ~ e* liefert die charakteristische Gleichung fiir die Eigenwerte ;.

— Potenzreihenansatz (funktioniert fiir gewohnliche Punkte immer)
e Die lineare homogene DGL zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten
At)i+ B(t)z+C(t)z=0.

lésst sich durch einen Potenzreihenansatz l6sen. Das Ergebnis ldsst sich in der Regel nicht wie-
der in einfache Funktionen iiberfithren sondern kann zur Definition neuer Funktionen (Bessel-
Funktion, Legendre-Polynome) verwendet werden.

Partikulédre Losung der inhomogenen DGL

Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL wird durch einen Ansatz gefunden, der der Inhomo-
genitét dhnlich ist. Beispiele:

e g(t) = P,(t), d.h. die Storfunktion ist ein Polynom n'*® Grades. Die Losungsansitze sind
Polynome @, (t) mit
Qn(t) ai 7é 0
Tp =14 tQn(t) a2#0,a1=0
t2 Qn(t) a1 = ag = 0

e g(t) = e, d.h. die Storfunktion ist eine Exponentialfunktion. Die Lésungsansétze sind eben-
falls Exponentialfunktionen, die Art des Ansatzes hingt davon ab, ob ¢ Losung der charakte-
ristischen Gleichung (chGlg) ist:

Ae ¢ keine Lsg der chGlg
zp =4 Ate‘t ¢ einfache Lsg der chGlg
At?2 et ¢ doppelte Lsg der chGlg

e g(t) = sin(Bt) oder g(t) = cos(ft), d.h. die Stérfunktion ist eine elementare Winkelfunktion
oder eine Linearkombination daraus. Der Losungsansatz hingt dann davon ab, ob i Losung
der charakteristischen Gleichung ist oder nicht:

| Asin(ft) + B cos(ft) i3 keine Lsg der chGlg
o= t[A sin(Bt) + B cos(Bt)] 18 Lsg der chGlg



