Spickzettel Partielle Differentialgleichungen (Wellengleichung)

Separationsansatz

e Allgemeine Form
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e der Laplace-Operator muss der Dimension des Systems angepasst werden, ebenso der Geome-
trie (rechteckige Membran in kartesischen, Kreismembran in ebenen Zylinderkoordinaten).

e Grundprinzip Separationsansatz: rdumlicher und zeitlicher Anteil als Produkt darstellbar (an-
schaulich: rdumliche Abhéngigkeit als Momentaufnahmen, zeitliche Abhingigkeit jeden Punkt
einzeln als Schwingung betrachten)

Verschiedene Geometrien

e Schwingende Saite: 1D, Separationsansatz A(z,t) = X(x)T(t), Separationskonstante —/32,
Abkiirzung: w = (¢
9?A 1 9%A X"(x)+3X(x)=0 X () = 71 cos(Bz) + y2 sin(fBx)

92 2o T"(t) + B2 T(t) = 0 = T(t) = 74 cos(wt) + 73 sin(wt)

Randbedingung: Saite an den Enden eingespannt, d.h. A(0,t) = A(l,t) = 0, daher y; = 0.
Da nur Vielfache der halben Wellenlénge auftreten konnen, ist ferner I3 = nw. Losungen der
einzelnen Schwingungsmoden A,, sind dann zu iiberlagern

> = nwL
,;1 z:: an, cos(wnt + @y)) sin ;

o Schwingende Rechteckmembran: 2D, Separationsansatz A(x,y,t) = X (z)Y (y) T(t), Separa-
tionskonstante Raum und Zeit wieder —32, Separationskonstante X und Y p? + ¢ = (2,
Abkiirzung: w = (¢

X"(z)+p? X(x) =0 X (x) = 71 cos(qx) + 2 sin(qx)

0?A  0%A 1 0%A .

02 T T 2 o Y'(y)+¢®Y(y) =0 = Y(y)=7scos(py) + vasin(py)
Y T"(t) + 22T (t) =0 T(t) = 75 cos(Bet) + e sin(Sct)

Randbedingung: Membran rundherum eingespannt, d.h. Y(0) = Y(b) = X(0) = X(a) =0
liefert v1 = v3 = 0. Da nur Vielfache der halben Wellenlédnge auftreten konnen, ist ferner

pn = nm/a und g, = . Losungen der einzelnen Schwingungsmoden A, ,, sind dann zu
iiberlagern
= nmx mmx
Az, y,t Zl ZlAmn x,Y,2,t) Z Z G, COS(Wnmt + ©nm)) Sin (T) sin (T) .
n m n=1m=1

o Schwingende Kreismembran: 2D, Separationsansatz A(r,t) = R(r)T'(t), da Radialsymme-
trisch (ebene Zylinderkoordinaten verwenden!). Separationskonstante — 32

0 (R0 R0) = R0 = PR O

Zeitabhiingigkeit gewohnliche Schwingungsgleichung, rdumliche Abhéingigkeit Bessel-DGL (Losung
durch Potenzreihenansatz fiihrt auf Bessel-Funktionen).

e Schwingende Kugeloberfliche: 2D, Kugelkoordinaten, fithrt auf Legendre-Polynome



