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Kurzfassung

Getriebener Transport wechselwirkender Teilchen in niederdimensionalen Systemen
steht im Fokus unterschiedlicher Wissenschaftsdisziplinen. Zur Beantwortung physi-
kalisch motivierter Fragestellungen wird hierbei im grofien Mafle auf einfache Modell-
systeme wie getriebene Gittergase zuriickgegriffen. Speziell fiir den ,,asymmetric sim-
ple exclusion process* (ASEP), ein eindimensionales Gittergas mit Ausschlusswech-
selwirkungen zwischen den Teilchen, existiert eine Vielzahl analytischer Losungsme-
thoden wie der Matrixprodukt-Ansatz, der Bethe-Ansatz oder Rekursionsverfahren,
deren Resultate einen Einblick in die faszinierende Physik kollektiver Transportphé-
nomene vermitteln. Insbesondere lassen sich durch dieses Konzept randinduzierte
Phaseniibergéinge und damit verbundene Staueffekte in offenen Systemen verstehen.

Dadurch inspiriert werden im ersten Teil der vorliegenden Arbeit eindimensiona-
le Gittergase auf repulsive Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen erweitert. Etablierte
Losungsmethoden des Standard-ASEP lassen sich bei der Einfithrung zusétzlicher
Teilchenwechselwirkungen nicht mehr verwenden. Durch ein Verfahren, das auf der
zeitabhédngigen Dichtefunktionaltheorie klassischer Fluide basiert, konnen Evoluti-
onsgleichungen fiir Dichten, Korrelationsfunktionen und Stréme hergeleitet werden,
die eine gute Beschreibung der Kinetik dieser Systeme erlauben. Fiir Sprungdy-
namiken in einer Dimension, welche bestimmte Relationen erfiillen, konnen exakte
Strom-Dichte-Beziehungen im Bulk hergeleitet werden. Hierzu zéhlen insbesondere
die fiir viele Applikationen relevanten Glauber-Raten.

Offene Systeme werden anhand zweier verschiedener System-Reservoir-Kopplun-
gen studiert. Ein Kopplungsmechanismus ist derart konstruiert, dass die Extremal-
prinzipien beziiglich des Stroms anwendbar sind, um Phasendiagramme aus der
Strom-Dichte-Relation im Bulk direkt abzuleiten. Fiir die zweite Randankopplung
ist jedoch eine sorgfiltige Auswertung der Bulkwerte stationérer Dichteprofile erfor-
derlich, um randinduzierte Phaseniibergénge zu detektieren. Hierbei zeigt sich, dass
oberhalb einer kritischen Wechselwirkungsstéirke zwischen den Teilchen reichhaltige
Phasendiagramme auftreten. Es stellt sich ferner heraus, dass ihre Topologie vorran-
gig von der gewihlten System-Reservoir-Kopplung abhéngt. Ein tieferes Versténdnis
hierzu erlangt man durch die Behandlung der Teilchen-Loch-Symmetrie in offenen
Systemen. Thre Auswirkung auf die Topologie der Phasendiagramme wird ebenfalls
adressiert.



Kurztassung

Im zweiten Teil der Dissertationsschrift dient der ASEP als Grundlage, um sto-
chastische Transportvorgénge in Brownschen Pumpen und in organischen Solarzellen
mit Heteroiibergang zu modellieren. Brownsche Pumpen arbeiten unter dem stén-
digen FEinfluss thermischer Fluktuationen zyklisch in der Zeit und transportieren
dabei Teilchen von einem Reservoir zu einem anderen. In dieser Arbeit wird ein
Modell untersucht, in dem der Teilchentransport durch ein zeitabhingiges Wellen-
potenzial ermoglicht wird. Anhand von kinetischen Monte-Carlo-Simulationen des
Pumpensystems wird herausgearbeitet, dass Phaseniibergéinge in periodengemittel-
ten Dichten und Stromen auftreten, falls Ausschlusswechselwirkungen zwischen den
Teilchen beriicksichtigt werden. Diese Ubergiinge sind bereits aus ASEP-Systemen
mit statischen Triebkriften bekannt. Es wird argumentiert, dass Phaseniibergéinge
in Brownschen Motoren generischer Natur sind, wenn diese in offenen Umgebungen
operieren. Die gefundenen Phénomene kénnen die Optimierung und die Effizienz der
molekularen Transportsysteme beeinflussen.

Effizienzanalysen stehen auch in der organischen Photovoltaik im Brennpunkt der
Forschung. Besonders auf den polymerbasierten Solarzellen ruhen die Hoffnungen
fiir die zukiinftige Energieversorgung. Effiziente Bauformen bestehen aus organi-
schen Elektronendonator- und Elektronenakzeptormaterialien, deren Grenzflache ei-
ne entscheidende Rolle bei der Generierung freier Ladungstrager spielt. In dieser Ar-
beit wird ein minimales Gittergasmodell mit sechs Mikrozustdnden vorgestellt, das
elementare Prozesse an der Donator-Akzeptor-Grenzflache abbildet. Die stationére
Losung der unterliegenden Master-Gleichung liefert Erkenntnisse {iber die Strom-
Spannungs-Kennlinie und das Leistungsverhalten des photovoltaischen Systems und
deren Abhéngigkeit von strahlungslosen Verlustprozessen, wie sie an der Donator-
Akzeptor-Grenzflache auftreten. Dariiber hinaus gibt die Untersuchung des Wir-
kungsgrads beziiglich der Energieliicke zwischen den LUMO-Niveaus der Donator-
und Akzeptorphasen einen theoretischen Zugang, um organische Solarzellen mit He-

teroiibergang durch geeignete Materialzusammenstellungen zu optimieren.



Abstract

Driven transport of interacting particles in low-dimensional systems is of vital in-
terest in many different areas of research. To answer physically motivated questions
in this field, often simple models, like driven lattice gases, are considered. Especially
for the asymmetric simple exclusion process (ASEP), a one-dimensional lattice gas
with site exclusions between particles, several analytical approaches, as, for example
the matrix product ansatz, the Bethe ansatz or recursion methods, exist whose
results provide deeper insights into the fascinating physics of collective transport
phenomena. In particular, this concept allows one to understand boundary-induced
phase transitions and corresponding jamming effects in open systems.

Inspired by the standard ASEP, the first part of this Thesis considers one-dimen-
sional lattice gases with repulsive nearest-neighbor interactions beyond hard-core
exclusions. The analytical approaches for the standard ASEP fail when introduc-
ing additional interparticle interactions. In this work an approach based on the
time-dependent density functional theory for classical fluids is presented that copes
with these interactions. Evolution equations for densities, correlation functions and
currents are derived which describe the kinetics of such systems to a good approxi-
mation. For jump dynamics in one dimension, which fulfill certain relations, exact
current-density relations in the bulk can be obtained. In particular the widely em-
ployed Glauber rates belong to this class.

Open systems are studied by two distinct examples of system-reservoir couplings.
One coupling mechanism allows the application of the minimum and maximum
current principles to derive phase diagrams by means of the bulk current-density
relation, while the second one requires a careful evaluation of the bulk density in
stationary profiles. Complex phase diagrams can be observed when the interaction
strength between the particles exceeds a critical value. Furthermore, the topology of
the boundary-induced phase diagram is strongly influenced by the system-reservoir
couplings. This can be understood when one realizes the role of particle-hole sym-
metry in open systems and its consequences for the shape of the phase diagram.

The second part of the Thesis deals with stochastic particle transport in Brownian
pumps and in organic heterojunction solar cells, where the ASEP serves as a building
block for the modeling. Brownian pumps operate cyclically in time and transport

particles from one reservoir to another in the presence of thermal noise. In this work



Abstract

a model is studied, in which the particle transport is generated by a traveling wave
potential. Results of kinetic Monte Carlo simulations show that phase transitions
of period-averaged densities and currents inside the system occur when exclusion
interactions between the particles are taken into account. Such transitions are well-
known from the ASEP with static bias. It is argued that phase transitions of period-
averaged densities and currents are a generic feature of Brownian motors when they
are operating in open systems. They can influence the optimization and the efficiency
of these systems.

Efficiency analysis is also of particular interest in the field of organic photovol-
taics. A promising concept for energy supply in future is given by polymer-based
heterojunction solar cells. They consist of electron-donating and electron-accepting
organic materials, where the interface between them plays an important role for
generating free charge carriers. In this work a minimal lattice gas model with six
microstates is presented that focuses on the fundamental processes at the donator-
acceptor interface. The stationary solution of the underlying master equation yields
results for current-voltage behavior and power characteristics, and their dependence
on nonradiative loss processes occurring at the donator-acceptor interface. Further-
more, a performance analysis with respect to the energy gap between the LUMO
levels of the donor and acceptor provides a theoretical background to find optimal

material blends for heterojunction solar cells.
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1 Einleitung

Die Untersuchung stochastischer Systeme steht im Fokus verschiedener Forschungs-
disziplinen. Anwendung findet diese breite Systemklasse beispielsweise bei der Ana-
lyse von Finanzmérkten [1], der Entwicklung von Populations- und Epidemiemodel-
len [2,3], der Erstellung von Wetterprognosen [4] oder der Beschreibung stochasti-
scher Transportvorgénge in verschiedenartigen biologischen und physikalischen Sys-
temen [5-10]. Letztere sind Lehrbeispiele fiir Nichtgleichgewichtsprozesse. Vor al-
lem die Modellierung stochastischer Transportmechanismen ist von grundlegender
Bedeutung, z. B. um die Dynamik des Straflenverkehrs [6,9,11], Ladungstransfer-
prozesse in organischen photovoltaischen Systemen [12-14], molekulare Ablaufe in
biologischen Zellen [5,10,15] oder Transportvorgéinge in Quantensystemen zu ver-
stehen [16]. Obwohl viele interessante quantenmechanische Transportphénomene in
Nanostrukturen oder bei tiefen Temperaturen beobachtet werden koénnen, sind diese
nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Ihr Fokus liegt vielmehr auf klassischen
Systemen mit thermisch aktivierten Elementarprozessen.

Im Rahmen der stochastischen Thermodynamik lassen sich Begriffe der klassischen
Theorie wie Arbeit und Warme auf mikroskopische Systeme iibertragen, in dem diese
Prozessgrofien auf Basis von Einzeltrajektorien definiert werden und somit stochas-
tischen Charakter annehmen. In diesem Zusammenhang st6f3t man in der Literatur
auf sogenannte Fluktuationstheoreme, die Ensemblemittelwerte von Funktionen der
Arbeit und Wirme im Nichtgleichgewicht mit thermodynamischen Potenzialen im
Gleichgewicht verbinden [17,18]. Das wohl bekannteste unter ihnen ist die Jarzynski-
Relation [19], welche die Differenz der freien Energie zwischen zwei Gleichgewichtszu-
stdnden mit dem Ensemblemittelwert (exp(—W/ksT)) = [ dWp(W) exp(—W/ksT)
in Beziehung setzt. Hierbei bezeichnet p(1W') die Wahrscheinlichkeitsverteilungsdich-
te der mikroskopischen Arbeit W und kT die thermische Energie. Dieser Mittelwert
wird mafigeblich von den Arbeitswerten seltener Trajektorien bestimmt, die die aus-
laufenden Flanken der Arbeitsverteilung bilden. Sowohl in realen Experimenten als
auch in Computersimulationen ist es jedoch schwer, diese Flanken mit hinreichender
statistischer Genauigkeit zu erfassen. Wahrend der Promotionsarbeit habe ich auch
zu diesem Problem Untersuchungen durchgefiihrt [20,21]. Jedoch bilden die Studien

iiber das asymptotische Verhalten der Arbeitsverteilungen nicht den Inhalt dieser
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1 FEinleitung

Dissertationsschrift. Zentrales Thema der Arbeit sind getriebene Diffusionsvorgéinge
von Teilchen mit Wechselwirkungen.

Bereits bei Beriicksichtigung der einfachen Ausschlusswechselwirkungen, d. h. das
Vorhandensein eines Teilchens an einer bestimmten Position schlieflt ein zweites an
dieser Stelle aus, konnen kollektive Effekte auftreten, die zu Phaseniibergéngen fiih-
ren. Interessant ist in diesem Zusammenhang die Untersuchung stationdrer Nicht-
gleichgewichtszustiande, die nach hinreichend langer Zeit erreicht werden konnen und
zur Ausbildung eines konstanten Stroms im getriebenen System fithren. Im Gegen-
satz zu Gleichgewichtssituationen, die durch die Gibbs-Boltzmannsche Ensemble-
Theorie beschrieben werden, gibt es keine vergleichbaren Konzepte fiir Systeme im
stationdren Nichtgleichgewicht. Nahe dem thermischen Gleichgewicht sind zwar im
Rahmen der linearen Antworttheorie gewisse Fluktuations-Dissipations-Relationen
giiltig. Sie erlauben jedoch nur einen sehr beschrénkten Einblick in die faszinierende
Welt kollektiver Effekte im Nichtgleichgewicht.

Getriebene Gittergase sind sehr geeignete Systeme, um Eigenschaften fernab des
thermischen Gleichgewichts zu untersuchen, weil sie hdufig analytische Zugénge er-
lauben und zugleich wesentliche Aspekte der Nichtgleichgewichtsdynamik in realen
Applikationen abbilden. Sie gelten daher schon jetzt als Pendant des Ising-Modells
in der statistischen Mechanik des Nichtgleichgewichts [22]. Die Untersuchungen in
dieser Dissertation werden sich auf eindimensionale Systeme fokussieren. Diese zei-
gen bereits eine Vielzahl kollektiver Vielteilcheneffekte, insbesondere das Auftreten
von Phaseniibergéngen in offenen Systemen. In Hinblick auf Applikationen ist zu
bemerken, dass zahlreiche Transportprozesse in der Natur in effektiv eindimensiona-
len Strukturen ablaufen. Zum Beispiel iibersetzt sich die Translation der mRNA in
Zellen als eindimensionale Bewegung von Ribosomen entlang der RNA-Striange [23].
Dariiber hinaus laufen viele Diffusionsprozesse von Molekiilen und Ladungstragern
in eng begrenzten Geometrien ab, die Anlass dazu geben, den Vorgang auf einem
eindimensionalen Gitter zu beschreiben [5, 10, 15]. Eindimensionale Gittersysteme
bilden auch im Weiteren die Grundlage, um sowohl fundamentalen Fragen zu Wech-
selwirkungseinfliissen als auch applikativ motivierten Problemstellungen zu getriebe-
nen Diffusionssystemen nachzugehen. Eine Einfiihrung in die Thematik getriebener
Gittergase wird anhand kanonischer Modelle in den nachfolgenden Abschnitten ge-
geben.

12



1.1 Prototyp eindimensionaler Gittergase

— et
i+1

Abbildung 1.1: Teilchensprung im ASEP von Platz i zu ¢+ 1 mit der Rate I'_,. Die
Ausschlusswechselwirkung zwischen den Teilchen lédsst einen Sprung zu ¢ — 1 nicht
zu.

1.1 Prototyp eindimensionaler Gittergase

Ein paradigmatisches Gittergasmodell eines getriebenen Diffusionssystems in ei-
ner Dimension ist der sogenannte asymmetrische einfache Ausschlussprozess (engl.
»asymmetric simple exclusion process“, ASEP) [22,24-26]. Dieser stellt eine der weni-
gen Konzepte in der statistischen Physik dar, fiir das exakte Resultate im stationéren
Nichtgleichgewicht erzielt werden kénnen. Der stochastische Prozess fand erstmalig
bei der Beschreibung der Ionendiffusion [27] und der Proteinsynthese [23] Anwen-
dung und wurde unabhéngig davon von Harris [28] und Spitzer [29] in die mathema-
tische Literatur eingefithrt. Im Laufe der Jahre entstanden ASEP-basierte Modelle
fiir zahlreiche Nichtgleichgewichtsprozesse, wie z. B. zur Beschreibung von Motor-
proteinbewegungen auf Mikrofilamenten [30-32], inkohérentem Elektronentransport
in molekularen Drihten [33] und in organischen Solarzellen [34,35], Verkehr auf Stra-
Ben und Ameisenpfaden [6,9,11,36] oder zur Modellierung von Transportprozessen
durch Membrankanile [5,15].

Im ASEP kann jeder Gitterplatz aufgrund der Ausschlusswechselwirkung (oft
auch als Hard-Core-Wechselwirkung bezeichnet) maximal durch ein Teilchen be-
setzt sein, sodass Teilchenspriinge nur zu freien benachbarten Plitzen erfolgen (siehe
Abbildung 1.1). Der Mikrozustand des Systems lésst sich durch den Zustandsvek-
tor n = {n;} spezifizieren, wobei eine besetzte Gitterposition ¢ die Besetzungszahl
n; = 1 aufweist und ein freier Platz ¢ mit n; = 0 charakterisiert wird. Die Dynamik
des Vielteilchensystems ist durch die Sprungraten I',. und I'_, definiert, wobei fiir
den Standard-ASEP die Normierung I',_ + I'_, = 1 getroffen wird. Ein Teilchen auf
dem i-ten Platz zur Zeit t springt demnach im Zeitfenster zwischen ¢ und ¢ + dt mit
der Wahrscheinlichkeit I'._dt zum Platz ¢ — 1, falls dieser vakant ist und mit der
Wahrscheinlichkeit I'_,d¢ zur Position ¢ + 1, falls sich dort kein Teilchen befindet.
Im Standard-ASEP findet eine stochastisch sequentielle Aktualisierung des Systems
statt, d. h. Teilchen fiihren Spriinge stochastisch, entsprechend ihrer exponentiell

verteilten Wartezeiten, aus !.

'Tm Gegensatz dazu werden in Modellen, die die Dynamik auf Autobahnen oder Ameisenstraien
abbilden, alle Teilchen gleichzeitig betrachtet und mogliche Spriinge simultan ausgefiihrt.

13



1 FEinleitung

Fiir die Raten des ASEP gilt I',. # I'_,. Haben beide den Wert 0,5, so liegt der
symmetrische Fall vor. Verschwindet die Sprungrate fiir eine Richtung, finden also
ausschlieflich Teilchenspriinge in die andere Richtung statt, spricht man vom ,,total-
ly asymmetric simple exclusion process* (TASEP). Dieser unidirektionale Sprung-
prozess ist von besonderer Bedeutung, da er nahezu alle qualitativen Eigenschaften
des ASEP wiedergibt und gleichzeitig kompaktere Formeln liefert [37-39]. Aus die-
sem Grund werden im folgenden Abschnitt analytische Beschreibungsmethoden am
Beispiel des TASEP diskutiert.

1.2 Analytische Beschreibung und Eigenschaften des
TASEP

Die Information iiber die Gitterpositionen aller Teilchen im TASEP-System ist im
Mikrozustand n enthalten. Die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeit P(n, ),
die Teilchenkonfiguration m zur Zeit ¢ vorzufinden, wird bei zeitkontinuierlichen

Markov-Prozessen durch die Master-Gleichung

JP(n,t)

S = SN = m) P(n', 1)~ T(n = 0)P(n, ) (1.1)

n/

beschrieben. Der erste Term der Gleichung beriicksichtigt Uberginge aus den Mi-
krozustéinden n’ in den Zustand m mit der Rate I'(n’ — mn) und der zweite Term
beschreibt Ubergiinge aus der Konfiguration n in die Zustinde n’ mit der Uber-
gangsrate I'(n — n/). Die stationédre Losung P(n) der Master-Gleichung erfiillt

Y T(n' > n)P(n) =) I'(n—n)P(n). (1.2)

Es ist bekannt, dass die Mikrozusténde des einfachen Ausschlussprozesses auf einem
Ring, d. h. fiir ASEP- und TASEP-Systeme mit periodischen Randbedingungen
[siehe Abbildung 1.2(a)], gleichverteilt auftreten [24,39,40]. Eine nihere Begriindung
hierzu wird in Anhang A gegeben. Fiir ein System mit N Gitterpldtzen und N,
Teilchen erhélt man aus der Anzahl der moglichen Konfigurationen auf dem Ring
die Losung der stationdren Master-Gleichung (1.2),

P(n) = (]]\Y) o (1.3)

Um den mittleren Teilchenstrom zwischen zwei benachbarten Gitterpldtzen im

stationdren TASEP zu berechnen, betrachtet man zunéchst in einer bestimmten

14



1.2 Analytische Beschreibung und Eigenschaften des TASEP

(b)
r., B

3%\‘_ AN W

3 N-2 N-1 N

R

Abbildung 1.2: TASEP mit (a) periodischen und (b) offenen Randbedingungen.
In (a) ermoglicht ein geschlossenes Ringsystem Teilchenspriinge von i = N zu i = 1.
Die Darstellung in (b) zeigt die Momentaufnahme des Teilchentransports von L zu
R entlang eines Gittersystems mit den Ein- und Austrittsraten o und £.

Konfiguration zwei aufeinanderfolgende Plétze ¢ und ¢ + 1 mit n; = 1 und n;,; = 0.
An dieser Stelle ist ein Sprung mit der Rate I' _, = 1 moglich, der zum Teilchenstrom
beitréigt. Bei festen Besetzungszahlen n; = 1 und n;; = 0 verbleiben demnach noch
Np —1 Teilchen, die auf N —2 Gitterplatzen verteilt werden konnen. Die Anzahl
der daraus resultierenden Konfigurationen betréagt ( ]yp :21). In Verbindung mit (1.3)
ergibt sich fiir den stationédren Teilchenstrom somit

N\T'/N-2\ N, N, — 1
= =— 11— : 1.4
/ (Np) (Np—l) N( N—l) 14
Der thermodynamische Grenzfall der Gleichung (1.4) mit N — oo, Ny — oo und

konstanter Teilchendichte Np/N = p liefert die Strom-Dichte-Relation im Ringsys-
tem [siehe Abbildung 1.3(a)]

j=p(l—p). (1.5)

Das Resultat ist bemerkenswert, denn es entspricht dem naiven Ansatz, den Strom

15



1 FEinleitung
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Abbildung 1.3: (a) Strom-Dichte-Relation j(p) im Bulk und (b) Phasendiagramm
des TASEP. Das Phasendiagramm setzt sich aus drei Gebieten unterschiedlicher
Bulkdichte zusammen: 1 (ps = pu, js = pu(1 — p.), Phase erniedrigter Dichte);
IT (pg = 0,5, js = 0,25, Phase maximalen Stroms); III (ps = pr, js = pr(l — pr),
Phase erhohter Dichte). Die farbigen Symbole (Punkte und Quadrate) dienen im
weiteren Verlauf dazu, die Extremalstromprinzipien zu veranschaulichen.

als Produkt aus den Wahrscheinlichkeiten eines besetzten und eines freien Gitter-

platzes auszudriicken.

Es ist ebenfalls faszinierend, dass man aus dieser Relation Erkenntnisse fiir das
offene TASEP extrahieren kann. Dieses verbindet zwei Teilchenreservoire L und R
miteinander und erfordert zusitzlich zum Bulksystem (Ringsystem) zwei weitere
Regeln fiir die Teilchendynamik. Ein vakanter Platz ¢ = 1 wird mit der Eintrittsrate
a durch ein Teilchen aufgefiillt und ein besetzter Platz ¢« = N entsprechend der
Austrittsrate  entleert. Bewegen sich die Raten zwischen Null und Eins, kénnen
sie leicht mit einer Dichte p, und py des linken und rechten Teilchenreservoirs in
Beziehung gesetzt werden, p, = a und pgx = 1 — . Eine Momentaufnahme der
geschilderten Situation ist in Abbildung 1.2(b) gezeigt. Der stationire Bulkstrom jg

im offenen System kann auf Basis von (1.5) bestimmt werden,

max j(p) (Prinzip des maximalen Stroms)
Pr<p<pr

— 1.6
I8 min j(p) (Prinzip des minimalen Stroms). (1.6)
PLEPEPr

Diese Beziehungen sind als Extremalprinzipien des Stroms bekannt [41-44]. Gemé&s8
dieser Stromprinzipien beobachtet man im Inneren des offenen Systems die Bulkdich-
te pp mit dem zugehorigen Stromwert j, die sich aus dem Maximum (Minimum)

der Strom-Dichte-Relation (1.5) im Intervall pr < p < pp (p < p < pg) erge-

16
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ben. Die Stromprinzipien sind eine direkte Konsequenz aus der Tatsache, dass die
Dichteprofile p = {p;} entlang des Systems nicht konstant sind, sondern sich an den
Randbereichen zu den Reservoirdichten biegen und auftretende diffusive Strome den
Bulkstrom kompensieren. Zum Beispiel treten bei einem monoton fallenden Profil
(pr < po) positive Diffusionsstrome an den Réndern auf und verschwinden im flachen
Bulkbereich. Da aber der Strom (Summe aus Bulk- und Diffusionsstrom) zwischen
zwei benachbarten Plédtzen entlang des gesamten stationdren Systems gleich ist,
muss der Bulkstrom jy aus dem Maximum von (1.5) im Dichteintervall pr < p < p,
hervorgehen, damit dieser durch die diffusiven Stréme nahe der Systemrander ausge-
glichen werden kann. Durch analoge Betrachtungen kann das Prinzip des minimalen

Stroms verstanden werden.

Durch die Anwendung der Extremalstromprinzipien auf die Strom-Dichte-Relation
(1.5) konnen Bulkdichten und -strome fiir beliebig gewéhlte Reservoirdichten be-
stimmt werden. Beispielsweise erfordert ein offenes System mit (py,, pr) = (0,75, 0,25)
die Suche des maximalen Stroms im Dichteintervall 0,25 < p < 0,75. Dieser ist ge-
méB (1.5) bei p = 0,5 mit j(p = 0,5) = 0,25 zu finden [siehe blaues Quadrat zwischen
den gestrichelten vertikalen Linien in Abbildung 1.3(a)].

Die Auswertung aller p,-pg-Kombinationen liefert das Phasendiagramm des sta-
tiondren TASEP-Systems in Abbildung 1.3(b). Dieses setzt sich aus drei Phasen
zusammen. In der Region I (Phase erniedrigter Dichte, ps < 0,5) entspricht pg der
Dichte des linken Reservoirs und in der Phase III (Phase erhohter Dichte p; > 0.5)
der des rechten Reservoirs. Die Phase II (Phase maximalen Stroms) wird durch
ps = 0,5 und j, = 0,25 charakterisiert. Ubergéinge zwischen den Phasen I und
IIT (iiber die breite durchgezogene Linie) sind von erster Ordnung, d. h. wéhrend
des Ubergangs ist ein Sprung der Bulkdichte zu beobachten. Direkt am Ubergang
koexistieren beide Phasen. Dies wird bei der Anwendung des Prinzips des minima-
len Stroms deutlich. Der rote Punkt auf der Phaseniibergangslinie py = 1 — p,, mit
pr < 0,5 manifestiert sich in der Strom-Dichte-Relation an zwei Stellen, und zwar an
den Intervallgrenzen (gepunktete vertikale Linien), die durch p, und py bestimmt
sind. Phaseniibergidnge zweiter Ordnung, die die Phasen I und II bzw. IT und III
voneinander abgrenzen, sind durch breite gestrichelte Linien gekennzeichnet.

Oft ist man nicht nur an den Bulkeigenschaften interessiert, sondern auch an
dem expliziten Dichteverhalten im gesamten System. Ausgehend von der Master-
Gleichung (1.1) gelangt man zur Gleichung fiir die Zeitentwicklung der Dichten
(Mittelwerte der Besetzungszahlen) p;(t) = (n;), = >_,, P (n,t) [45],

dpi(1)
dt

= Ji—1i(t) = Jiira(t) . (1.7)
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Abbildung 1.4: Mean-Field-Dichteprofile im stationdren Zustand fiir p, = 0,3,
pr = 0,1 (Profil 1), p, = 0,75, pr = 0,25 (Profil IT) und p;, = 0,9, pr = 0,7 (Profil III).

Der mittlere Teilchenstrom j;;11(t) zwischen den Plétzen ¢ und ¢ + 1 in (1.7) ist
durch

ji,i—s—l(t) = <nz(1 - ni+l)>t (1.8)

gegeben, wobei (---), = > ---P(n,t) die Konfigurationsmittelung bedeutet. Es
ist nun zu iiberlegen, wie die in (1.8) auftretende Korrelationsfunktion (n;n,41):
zu behandeln ist. Eine sehr einfache Variante stellt der herkommliche Mean-Field-
Faktorisierungsansatz (n;n;1); =~ (n;);(ni11); dar, der auf die Gleichungen

dpi(t)
dt

= piai @1 = pi@)] = pO[1 = pia ()], i=1,..., N (1.9)

fithrt. In Abbildung 1.4 sind stationédre Dichteprofile als Losungen der kinetischen
Mean-Field-Gleichungen (1.9) mit dp;/dt = 0 fiir verschiedene Reservoirdichten
po = pr und pyy1 = pr gezeigt. Die Profile konnen mit Hilfe der rémischen Zah-
len den entsprechenden Phasen in Abbildung 1.3(b) zugeordnet werden. Hierbei
ist festzustellen, dass die Dichten im Inneren des Systems mit den vorhergesagten
Bulkdichten aus dem Phasendiagramm zusammenfallen. Das Phasendiagramm kann
demnach auch direkt durch Auswerten der Mean-Field-Dichteprofile erschlossen wer-
den [46].

Mit dieser Methode ist man jedoch nicht imstande, Korrelationsfunktionen und
reservoirnahe Dichten korrekt zu berechnen. Analytische Verfahren wie der Bethe-
Ansatz [22,24], Rekursionstechniken [46,47] oder Derridas Matrixprodukt-Ansatz
[24,26,39,48] liefern exakte Resultate des stationdren TASEP. Am Beispiel der letz-

ten Methode soll der Weg vom Ansatz bis zu den exakten Dichte- und Stromaus-
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driicken skizziert werden?®. Die Grundidee und der Startpunkt des Matrixprodukt-
Ansatzes besteht darin, die Wahrscheinlichkeit P(n) im stationédren Zustand als

Produkt von Matrizen auszudriicken,

P(n) = Z&1<W|H[mD+(1 — ;) E]|V), (1.10)
wobei
Zn = (W|(D+ E)N|V) (1.11)

die Normierung »  P(n) = 1 sicherstellt. Die Matrix D steht fiir einen besetzten
Gitterplatz und die Matrix F fiir eine Leerstelle?. Das Produkt aus diesen Matrizen
wird durch die Vektoren (W/| und |V) in ein Skalar iiberfithrt. Zum Beispiel iiber-
setzt sich die Konfiguration {1,0,0,1,1} auf einem Gitter mit fiinf Plitzen in das
Matrixprodukt DEEDD. In [48] wird gezeigt, dass an die Matrizen und Vektoren
im stationdren Zustand folgende Algebra gekniipft ist,

DE=D+E, (1.12a)
(W|E = o Y{W], (1.12b)
DIV = p~HV). (1.12c)

Mit dem Ansatz (1.10) erhalten die Teilchendichte am Platz ¢ und der mittlere

Strom von ¢ zu ¢ + 1 die Form

(W|C=1DON=[V)

(ni) = WV (1.13)
~ (W|C'DECYN=)
Jiji+l = TVICNV (1.14)

Die Matrix C' = D + FE représentiert dabei unspezifizierte Gitterplatze, wiahrend D
und DFE fiir einen besetzten Platz ¢ bzw. einen besetzten Platz ¢ und einer nach-
folgenden Leerstelle stehen. Im stationéren Zustand folgt aus (1.14) und (1.12a) fiir

2Fiir eine detaillierte und padagogisch aufgearbeitete Diskussion des Matrixprodukt-Ansatzes sei
auf die einschléigige Literatur verwiesen [26,39].

3Im Allgemeinen sind diese Matrizen unendlich-dimensional und transformieren sich im Standard-
TASEP nur fiir den Fall o + 8 = 1 in reelle Zahlen [48].
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den Teilchenfluss

(W|CN-YV)  Zyn_y

j Ja+1 jB <W|ON‘V> ZN ( )

Die Beschreibung des Stroms reduziert sich demnach auf die Berechnung von Zy
bzw. Zn_1. Unter Zuhilfenahme der Relationen (1.12) sind folgende Ausdriicke fiir
die Normierungskonstante und die Teilchendichte herleitbar [48],

v (WICNVY Sl p( 2N —1- ) ( >p+1 -
Wy ) p; N[ — (1.16)
d—1 1 i d+1
B 2pl  (W|CNRV)  (WICTHV) =~ (p—D(2d —p)!
_;Op!(pﬂ)! WICNV) T wieNv) p; ddri-pn
(1.17)

mit 7 = 1,...,N — 1 und d = N — i. Der Platz «+ = N bedarf einer separaten
Betrachtung, aus der sich
1 (W|CN=HV) 12y

(nn) =+

5 WICVY B 7 o

ergibt. Mit (1.15)-(1.18) kann der Strom und das Dichteprofil des offenen TASEP-
Systems mit N Plétzen fiir gegebene a- und [-Raten exakt berechnet werden.

Die Diskussion der Ergebnisse ist vor allem im thermodynamischen Limes N — oo
lohnenswert. Dieser Grenzfall liefert die bekannten Stromwerte jz = a(1 —«) (Phase
1), 1/4 (Phase II) und (1 — ) (Phase III). Dartiber hinaus erlaubt er das asympto-
tische Verhalten der Dichteprofile zu studieren. Diese Analyse begriindet die Auftei-
lung der Regionen erniedrigter Dichte (Phase I) und erhohter Dichte (Phase III) in
Abbildung 1.3(b) in jeweils zwei Subphasen [47]. In der Phase I ist fiir pr > 1/2 bzw.
f < 1/2 vom rechten Rand zum Bulkbereich eine exponentielle Form des Profils zu
beobachten, wéihrend der exponentielle Verlauf fiir p, < 1/2 bzw. § > 1/2 zusitz-
lich mit einem Potenzgesetz moduliert wird. Aufgrund der Teilchen-Loch-Symmetrie

gelten fiir die Phase IIT analoge Betrachtungen am linken Rand.

20



1.3 Fokus der Arbeit

1.3 Fokus der Arbeit

Die vorangegangenen Abschnitte haben gezeigt, dass schon der TASEP mit einfa-
chen Ausschlusswechselwirkungen spannende kollektive Transportphdnomene offen-
bart. Dabei lief3 sich der Teilchentransport vollstdndig im Rahmen exakter Resultate
charakterisieren. Die Frage liegt nun nahe, inwieweit zusétzliche Teilchenwechselwir-
kungen die Transporteigenschaften in Gittergasen veréindern. Diese Frage ist in zwei-
erlei Hinsicht interessant. Zum einen treten in der Natur im Regelfall komplizierte
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen auf, wie z. B. die Coulomb-Anziehung oder
-Abstolung bei geladenen Teilchen, die Anlass zu einer Erweiterung im bestehenden
Modell geben. Von einem methodischen Blickwinkel aus gesehen, ist es zum anderen
eine reizvolle Aufgabe, das erweiterte Modell analytisch beschreiben zu kénnen.

In Kapitel 2 dieser Arbeit wird der Standard-TASEP durch repulsive Néchste-
Nachbar-Wechselwirkungen ergénzt, um fundamentalen Fragen zu Wechselwirkungs-
einfliissen in getriebenen Diffusionsprozessen nachzugehen. In der Literatur wur-
den bereits einige Abwandlungen des Standard-TASEP betrachtet, wie z. B. der
Transport harter Stédbe [49-51], die mehrere Gitterplitze besetzen, oder Gittersys-
teme mit stochastischer Teilchenzufuhr und -entnahme entlang des gesamten Bulk-
bereichs (Langmuir-Kinetik) [52-54]. Jedoch gibt es vergleichsweise wenige Arbei-
ten [41,44,55-57], die tiber einfache Hard-Core-Wechselwirkungen zwischen den Teil-
chen hinausgehen.

Analytische Methoden wie das Bethe-Verfahren oder der Matrixprodukt-Ansatz
scheinen auf Systeme mit iiber einfachen Ausschluss hinausgehende Wechselwirkun-
gen bisher nicht verallgemeinerbar zu sein. Damit ergeben sich hinsichtlich einer
analytischen Behandlung auch konzeptionelle Herausforderungen. In Kapitel 2 wird
eine Sprungdynamik verwendet, die Mikrozustdnde in Ringsystemen derart gene-
riert, dass diese einer Gleichgewichtsverteilung nach Gibbs und Boltzmann geniigen.
Fiir diese Dynamik sind exakte Strom-Dichte-Relationen im Bulk herleitbar. Fiir
offene Systeme wird gezeigt, wie die Anwendung eines Markov-Ketten-Ansatzes in
Verbindung mit der klassischen zeitabhéingigen Dichtefunktionaltheorie auf einen ge-
schlossenen Satz an Gleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der Dichten fiithrt und
so die Nichtgleichgewichtskinetik dieser Systeme approximativ studiert werden kann.
Es werden Wechselwirkungseinfliisse auf Dichteprofile zu verschiedenen Zeiten, ein-
schliefflich des stationédren Zustands, untersucht, Phasendiagramme konstruiert und
das Verfahren auf ASEP-Systeme ausgedehnt, in denen Teilchenspriinge in beide
Richtungen erlaubt sind. Mit Hilfe kinetischer Monte-Carlo (KMC)-Simulationen
werden die theoretischen Resultate verifiziert.

Im Zusammenhang mit gerichtetem Teilchentransport auf molekularer Ebene ste-

hen neben getriebenen Gittergasen mit zeitlich konstanten Sprungraten auch Brown-

21



1 FEinleitung

sche Motorsysteme im Zentrum der Forschung [58-63]. Brownsche Motoren operie-
ren im Rahmen eines zeitlich periodischen Prozesses und unterliegen aufgrund ih-
rer Abmessungen thermischen Fluktuationen. Erstaunlicherweise gelingt ihnen trotz
oder unter Umstédnden sogar durch deren Anwesenheit ein gerichteter Teilchentrans-
port [63]. In Verbindung mit Vielteilchensystemen und Hard-Core-Wechselwirkun-
gen [64—67] besteht eine reizvolle Aufgabe darin, zu iiberpriifen, ob die kollektiven
Eigenschaften des ASEP auch bei Brownschen Motoren wiederzufinden sind. Treten
insbesondere Phaseniibergénge in periodengemittelten Dichten und Strémen auf,
wenn Brownsche Motoren in offenen Systemen arbeiten?

In Kapitel 3 wird dieser Frage nachgegangen. Dazu wird ein Brownsches Pum-
pensystem betrachtet, das zwei Teilchenreservoire miteinander verbindet. Dieses
transportiert Teilchen gegen ein statisches Kraftfeld mit Hilfe eines zeitabhéngi-
gen Wellenpotenzials, welches im Vorfeld von Dhar et al. eingefiihrt wurde [66,67].
Mit der Methode aus Kapitel 2 werden zunéchst die Einfliisse repulsiver Néchster-
Nachbar-Wechselwirkungen analytisch studiert. Anschlieend werden offene Systeme
mit Hard-Core-Wechselwirkungen in Hinblick auf Phaseniibergédnge der Bulkdichten
und Strome mit KMC-Simulationen numerisch untersucht. Dabei werden Konzepte
des ASEP, wie die Prinzipien des extremalen Stroms, auf diese Systeme adaptiert.

Des Weiteren ertffnen eindimensionale Hopping-Modelle einen konzeptionellen
Zugang, um den inkohdrenten Ladungstragertransport in molekularen Drihten [33]
oder in organischen Solarzellen abzubilden [34,35]. Letztere riicken mit dem Aus-
bau erneuerbarer Energien zunehmend in den Brennpunkt der Wissenschaft. Dabei
konzentriert sich die Forschung unter anderem auf eine effiziente und kostengiinstige
Erzeugung von Solarstrom aus organischen Materialien. Besonders aussichtsreich er-
scheinen in diesem Zusammenhang sogenannte Solarzellen mit Heteroiibergang, die
aus einem photoaktiven Donator-Akzeptor-Schichtsystem bestehen [68-70].

In Kapitel 4 wird ein Minimalmodell einer organischen Solarzelle mit Hetero-
iibergang auf der Basis eines getriebenen eindimensionalen Gittergases vorgestellt.
Hierbei soll es nicht darum gehen, die komplexe Physik der organischen Solarzellen
vollsténdig abzubilden. Vielmehr liegt der Fokus auf den elementaren Prozessen der
Energieumwandlung an der Donator-Akzeptor-Grenzfliche. Durch die Losung der
unterliegenden stationdren Master-Gleichung konnen Strom-Spannungs-Kennlinien
aufgenommen, das Leistungsverhalten charakterisiert und die Effizienz der Ener-
gieumwandlung in der Zelle systematisch untersucht werden. Diese theoretischen
Studien konnen zu einem tieferen Verstdndnis des Zusammenhangs zwischen Mate-

rialzusammensetzungen und Zellwirkungsgrade fiihren.

22



2 Eindimensionaler Teilchentransport mit
Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen

Getriebene Gittergase haben sich als Standardmodelle etabliert, um kollektiven
Teilchentransport und dessen Nichtgleichgewichtseigenschaften zu studieren. In die-
sem Kapitel werden eindimensionale TASEP- und ASEP-Systeme mit repulsiven
Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen betrachtet und unter Anwendung eines Markov-
Ketten-Ansatzes und der klassischen zeitabhéngigen Dichtefunktionaltheorie sowie
mittels kinetischen Monte-Carlo (KMC)-Simulationen! untersucht. Im Fokus stehen
sowohl geschlossene Bulksysteme als auch offene Kanéle, die zwischen zwei Reser-
voiren getrieben werden. Um den Einfluss der Kontaktierung zu beleuchten, werden
zwei unterschiedliche Kopplungsmechanismen miteinander verglichen. Dazu werden
entsprechende Dichteprofile fiir verschiedene Zeiten und im stationdren Zustand be-
rechnet und randinduzierte Phasendiagramme fiir beide Ankopplungen gegeniiber-
gestellt. Um die Topologie der Phasendiagramme zu verstehen, wird die Teilchen-

Loch-Symmetrie in Zusammenhang mit offenen Systemen diskutiert.

Die in Kapitel 2 vorgestellten Resultate wurden vorab wie folgt publiziert:

M. Dierl, P. Maass, and M. Einax, Time-dependent density functional theory for
driven lattice gas systems with interactions. Europhys. Lett. 93, 50003 (2011).

M. Dierl, P. Maass, and M. Einax, Classical driven transport in open systems with
particle interactions and general couplings to reservoirs. Phys. Rev. Lett. 108, 060603
(2012).

M. Dierl, M. Einax, and P. Maass, One-dimensional transport of interacting particles:
Currents, density profiles, phase diagrams, and symmetries. Phys. Rev. E 87, 062126
(2013).

!Die durchgefiihrten KMC-Simulationen basieren auf der ,first reaction“-Methode (FRM) nach
Gillespie [71], wonach der Sprungprozess mit dem minimalen Ausfiihrzeitpunkt realisiert wird.
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I'(ni—1,nit2)

1—1 7 i+1 12

Abbildung 2.1: Teilchensprung von i zu ¢ + 1. Die Sprungrate I'(n;_1,n,42) ist
abhéngig von den verschiedenen Moglichkeiten der Besetzungen der Nachbarpléitze
t—1und 7+ 2.

2.1 TASEP mit Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen

Im Folgenden wird ein eindimensionales Gittergas mit Hard-Core-Wechselwirkungen
und zusétzlichen repulsiven Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen der Stiarke V' > 0
betrachtet. Ein Teilchen auf dem Platz ¢ fiihrt innerhalb des Systems einen unidi-
rektionalen Sprung mit der Rate I';;41 zum (freien) Nachbarplatz i + 1 aus. Der
Mikrozustand des Systems wird wie bisher durch den Zustandsvektor n = {n;} be-
schrieben, wobei n; den Wert Eins annimmt, falls der Platz ¢ mit einem Teilchen
besetzt ist und den Wert Null bei einem vakanten Gitterplatz i. Die Gesamtenergie
des Systems ist gegeben durch

Der mittlere Teilchenstrom j; ;+1(t) zwischen den Plétzen ¢ und i + 1 lautet allge-
mein, d. h. fiir eine beliebige funktionale Abhéngigkeit der Rate von der Teilchen-
konfiguration im System,

Jiir1(t) = (ni(1 = ng) i (n)); . (2.2)

Wie in Abbildung 2.1 ersichtlich, ist die Rate I'; ;41 () unter Verwendung Néchster-
Nachbar-Wechselwirkungen nur von den Besetzungszahlen n; ; und n;,- abhéngig,
Liiv1(n) = I'(ni—1,ni42). Der Strom in (2.2) kann somit explizit durch Vierpunkt-
Korrelationsfunktionen ausgedriickt werden,

ji,iJrl(t) = <ﬁi71niﬁi+1ﬁi+2>t F(O, O)
+ (ni—1nifi1nie): I(1,0)
+ (Ri—1niMip1niga) (0, 1)
-+ (ni,lniﬁiﬂn”g)t F(l, 1) . (23)
Fiir eine kompakte Schreibweise wurden hier Lochbesetzungszahlen n;, = 1 — n;

eingefiihrt.
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Die stochastische Sprungdynamik des Modells wird durch die Glauber-Raten be-

stimmt [72],
AH
{1 — tanh (2/{BT)}

- expl(nire — ni—)V/ksT] +1° (2.4)

(SN

F(ni—la ni+2) =

Hierbei bezeichnet v die Versuchsfrequenz der Spriinge und k57" die thermische Ener-
gie. Die Grofle AH = (njro — n;—1)V ist die Energiedifferenz zwischen den Konfigu-
rationen nach und vor dem Teilchensprung. Die Zeit- und Energieskala werden in
den anschliefenden Ausfithrungen durch ;7T = 1 und v = 1 festgelegt. Da die
Raten I'(0,0) und I'(1,1) identisch sind, ist die unterliegende Dynamik Teilchen-
Loch-symmetrisch. Dies bedeutet, dass in einem Bulksystem mit der Teilchendichte
p und den Sprungraten {I'(0,0),I(1,0),1'(0,1),I'(1,1)} und in einem Bulksystem
mit der Teilchendichte 1 — p und den Raten {I'(1,1),I'(1,0),I'(0,1),1°(0,0)} der
gleiche Teilchenstrom flief3t.

2.2 TDFT und MCAK

Fiir den Standard-TASEP mit bloflen Ausschlusswechselwirkungen hat sich gezeigt,
dass schon einfache Mean-Field-Néherungen der Form (n;n;1)¢ &~ (n;)¢(niy1): ge-
niigen, um das System sehr gut beschreiben zu kénnen. Insbesondere liefert das
Mean-Field-Verfahren die exakte Strom-Dichte-Relation im Bulk fiir N — oo und
gibt das Phasendiagramm bis auf Subphasen korrekt wieder [26,38,46]. Unter An-
wesenheit von Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen versagt diese Approximations-
methode jedoch, sodass das Verhalten jener Systeme vor allem fiir Bulkdichten nahe
0,5 qualitativ falsch wiedergegeben wird. Eine andere Moglichkeit besteht darin,
Gleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der Korrelationsfunktionen in (2.3) auf-
zustellen und die dadurch auftretenden Korrelationsfunktionen hoherer Ordnung
wiederum in ihrer Zeitevolution zu beschreiben. Nach Schlieflen dieser Korrelator-
hierarchie durch z. B. Mean-Field-Techniken kann das entstandene Differentialglei-
chungssystem gelost werden. Jedoch erweist sich dieses Vorgehen schon nach wenigen
Hierarchiestufen als unhandlich und aufwendig.

Stattdessen hat sich die Anwendung der klassischen zeitabhéngigen Dichtefunktio-
naltheorie (TDFT) auf Gittergassysteme mit Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen
bewéhrt [73-78]. Im Rahmen dieser Theorie, die auf einer lokalen Gleichgewichts-
niaherung beruht, wird die unbekannte Nichtgleichgewichtsverteilung P(n,t) durch
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2 FEindimensionaler Teilchentransport mit Nédchsten-Nachbar- Wechselwirkungen

den Ausdruck

P(n,t) = % exp (—H(n) — Z(hz(t) — u)nz> (2.5)

i

ersetzt, wobei p das chemische Potenzial angibt und der Normierungsfaktor Z(t)
durch

i

Z(t) = ZGXP <—’H(n) - Z(hz(t) - M)nz> (2.6)

gegeben ist. Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht werden durch die zeitab-
héngigen Einteilchenfelder h(t) = {h;(t)} beschrieben. Fiir h(t) = 0 reduziert sich
somit Gleichung (2.5) auf die bekannte Gibbs-Boltzmann-Verteilung. Die Einteil-
chenpotenziale kénnen selbstkonsistent bestimmt werden, da diese nach dem Theo-
rem von Mermin [79] als eindeutige Funktionen der Dichten p;(t) hervorgehen. Aus
einem Minimierungsprinzip heraus gewinnt man die Gleichung? [75, 76]

0F[p(t)]

R 2.7)
mit deren Hilfe man bei gegebenen freien Energiefunktional® F[p(t)] des Systems,
die Einteilchenfelder h(t) in (2.5) ersetzen kann. Freie Energiefunktionale stehen fiir
einige eindimensionale Gittergasmodelle exakt zur Verfiigung [76,80,81] und kénnen
fiir hoherdimensionale Systeme approximativ berechnet werden [82,83]. Wendet man
die lokale Gleichgewichtsnéherung auf die Ratengleichungen (1.7) an, ergibt sich ein
geschlossenes Gleichungssystem fiir die Zeitentwicklung der Dichteprofile p(t).

Praktisch gesehen gelten im Rahmen der TDF'T zu jeder Zeit und auf lokaler Skala
die gleichen Relationen zwischen Korrelationsfunktionen und Dichten wie im ther-
mischen Gleichgewicht. Dies eroffnet eine komfortable Moglichkeit, die Korrelations-
funktionen in (2.3) als reine Funktionen der Dichten zu schreiben. Dazu betrachtet

man zuerst die Verbundwahrscheinlichkeiten péﬁl)(ni, ..., ni4;) der Besetzungszah-
len n;, ..., n;+; im Gleichgewicht. Diese konnen durch die Markov-Kette
‘ J
png1+1)<niu e Migy) = p%) (1;) H W(NiysNips—1) (2.8)
s=1

?Diese Gleichung wird in der Literatur auch als ,,Strukturgleichung® bezeichnet. Sie geht aus der
Minimierung des Ausdrucks Qp[p] = F[p] + > ;(hj — p)p; beziiglich p; hervor. Das Minimum
von €2, entspricht dem groflkanonischen Potenzial eines Gittergases mit den Platzenergien h;.

3Streng genommen geht das Funktional der Dichte im diskreten Fall in eine Funktion der Variablen
{p:} iiber.
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ausgedriickt werden, wobei péé) (n;) die Wahrscheinlichkeit fiir n; im Gleichgewicht ist
und w(n;q|n;) = p((fl) (ni, nit1)/ pg(ll)(ni) die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir n;,; bei
gegebenen n; angibt. Gleichzeitig konnen Verbundwahrscheinlichkeiten iiber Korre-
lationsfunktionen formuliert werden. Mit diesem Ansatz lassen sich die Vierpunkt-
Korrelationsfunktionen in Gleichung (2.3) in Produkte von Paarkorrelationsfunktio-
nen und Dichten ausdriicken. Zum Beispiel gilt fiir die Korrelationsfunktion

(Mi—1Mi iy 1M1 2) eq
(M 1MiMi 1T 12) eq peOl ) (ni—1=0,n;=1,1;11=0,n;419=0)
= pl) (ni1=0)w(n;=1[n; 1 =0)
X w(n;+1=0|n;=1)w(n;1o=0|n;11=0)
N pé?f (nic1=0,n;=1) pgi) (ni=1,m41=0) pgi) (Mi+1=0,n;12=0)
- Pl (1:=1) pie (341 =0)

(3) (2) ~(4)
_ Ci—l Cz Oi-i—l , (29)
pi(1 = pit1)
mit den Zweipunkt-Korrelationsfunktionen
O = (mifiega)oq = pi = €1 (2102)
Ci(s) = (iNit1)eq = Pi1 — Ci(l) ) (2.10b)
C’Z‘(4) = (MiNis1)eq = 1 = pi = piv1 + Cz‘(l) : (2.10c)

Die Paarkorrelationsfunktion C’i(l) = (N;Nit1)eq folgt aus der Losung der quadrati-
schen Gleichung

(1) (1)
(Pz‘ -G ) (pi—H -G >
e =V - (2.11)
L= pi = pip1 + C;

Eine detaillierte Herleitung dieser Gleichung findet sich in [81]. Der physikalische
Losungszweig? von (2.11) liefert

1 _
oY = =) {(Pi +pi)(1—e) =1

i+ o)1 = ) = Pt dppineV (1= )| (212)

4Die physikalisch sinnvolle Losung erfiillt limy g C’i(l) = PiPi+1-
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Dieser vorgestellte Markov-Ketten-Ansatz wird im Folgenden als ,,Markov chain ap-
proach to kinetics* (MCAK) bezeichnet [78]. Die Anwendung der MCAK-Methode
auf die vier Korrelationsfunktionen in (2.3) fithrt auf den Stromausdruck

c®

i1 = ———— (¥ cWro,0) +cM e ra,o
Jii+1 pz(l_pz+l) [ i i+1 ( ) i+1 ( )
+ e r,1)+cYc®ra, )| . (2.13)

2.3 Strom-Dichte-Relation im Bulk

Um die Bulkeigenschaften fiir den in Abschnitt 2.1 definierten TASEP im statio-
niaren Nichtgleichgewicht zu bestimmen, wird ein homogenes System mit periodi-
schen Randbedingungen (geschlossenes Ringsystem) betrachtet. Fiir dieses System
mit p; = p verschwinden die Indizes in den Gleichungen (2.10) bis (2.13). Damit
lasst sich fiir den Bulkstrom schreiben

ilp) = {(p — CW)(1 =2p+CI(0,0) + CV (1 = 2p + CV)I(1,0)

+(p—CY?T(0,1) + CW(p— (1 1>] — (2.14)
el =p)” '
wobei die Zweipunkt-Korrelationsfunktion C") durch
1
“_-_ - —_ VY _ _ _ oV
C 3= [2;)(1 eV)—1+/1—4p(1—p)(1—e )} (2.15)

gegeben ist. Durch Einsetzen der Glauber-Raten (2.4) in (2.14) folgt schlieBlich

2f — 1

i(p) = (p—CW)’ 30— p)

+(p-CYY(1-f), (2.16)
mit f =1/ [exp(V) + 1].

In den Abbildungen 2.2(a) und 2.2(b) sind die Zweipunkt-Korrelationsfunktion
C™ und der Teilchenstrom j fiir verschiedene Wechselwirkungsstirken V gezeigt.
Fiir den Grenzfall verschwindender Néchster-Nachbar-Wechselwirkungen (V' = 0)
erhilt man CM = p? und die Stromparabel j = p(1 — p)/2. Uberschreitet V den
kritischen Wert V, = 2In3 = 2,20 [41], bildet j(p), statt einem Maximum bei
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Abbildung 2.2: (a) Zweipunkt-Korrelationsfunktion C™"(p) und (b) Strom-Dichte-
Relation j(p) des TASEP im Bulk fiir die Glauber-Raten (2.4) und verschiedene
Wechselwirkungsstarken V. Die Legende in (a) gilt fiir beide Abbildungen.

p = 0,5, zwei Maxima an den Stellen

. 1_ 3 1 [ 2
p1,2(V>—§:F\/Z_§ T (2.17)

aus und weist ein Minimum bei p = 0,5 auf®. Fiir den Grenziibergang V — oo folgt
aus (2.15) und (2.16) CY = (\/z —1)/2+p und j = (22 — 22+ 2/2) /(2 — 2x) mit
z = (2p—1). In Ubereinstimmung mit friiheren Resultaten anderer Autoren [41,54]
flieBt der maximale Strom bei pj, = 1/2 F (V2 — 1) /2 und verschwindet im halb
gefiillten System (p = 0,5).

Obwohl der TASEP mit Néachsten-Nachbar-Wechselwirkungen ein Nichtgleichge-
wichtssystem darstellt, wo viele etablierte Theorien und Hilfsmittel der statistischen

Physik keine Anwendung finden, sind die hier vorgestellten MCAK-Resultate unter
Verwendung von Glauber-Raten exakt. Genauer gesagt erfiillen die Glauber-Raten
die Bedingungen [55, 85]

r0,1) =T(1,0) e ", (2.18a)
1'0,0)+T(1,1) = T(0,1) = T'(1,0) = 0. (2.18b)

Geniigen die Sprungraten diesen Relationen, so stellt sich als unterliegende Mikrozu-
standsverteilung im stationéren Nichtgleichgewicht die Gibbs-Boltzmann-Verteilung

5Dieser Kurvenverlauf erinnert an das Leitfihigkeitsverhalten theoretischer Gittergasmodelle fiir
superionische Leiter [84].
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0,25
0.2
0,15
01

0,05

Abbildung 2.3: Vergleich der j(p)-Kurven aus KMC-Simulationen (Sym-
bole) mit MCAK-Resultaten (Linien) fiir die Sprungraten I'(n;_1,n;p2) =
exp [—(niz2 — ni—1)V/2]. Zwei Maxima im Strom prigen sich bei Verwendung dieser
Raten bei V, = —2In(v/5 — 2) = 2,89 aus (MCAK-Resultat). Fiir die KMC-Daten
wurden geschlossene Ringsysteme mit 1000 Plitzen verwendet und iiber 10° Teil-
chenspriinge im stationédren Zustand gemittelt.

fiir das korrespondierende eindimensionale Ising-System im Gleichgewicht ein®. Eine
Herleitung der Gleichungen (2.18a) und (2.18b) findet sich in Anhang B.
Exponentialraten der Form I'(n;_1,n;12) = exp [—(ni2 — ni—1)V/2] [86-88] erfiil-
len hingegen die Bedingung (2.18b) nicht. Demzufolge ist mit MCAK keine exakte
Beschreibung des Bulkverhaltens fiir diese Sprungdynamik moglich. Jedoch liefert
das MCAK-Verfahren eine gute Approximation des Bulkstroms, wie ein Vergleich
mit entsprechenden KMC-Daten in Abbildung 2.3 zeigt. Deutliche Abweichungen
treten nur fiir intermedidre Wechselwirkungsstérken und Dichten nahe p = 0,5 auf.

2.4 Teilchentransport in offenen Systemen

2.4.1 Kopplung an Teilchenreservoire

Im Standard-TASEP mit einfachen Hard-Core-Wechselwirkungen wird das offene
System durch zwei Kontrollparameter, der Eintrittsrate o und der Austrittsrate
£, bestimmt. Im Gegensatz dazu erfordert die Kopplung an ein linkes und rechtes
Teilchenreservoir fiir Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen im Allgemeinen die Spezi-
fikation von acht Kontrollparametern (sieche Abbildung 2.4). Der Teilchensprung aus
dem linken Reservoir auf den (freien) Gitterplatz ¢ = 1 wird hier durch die Rate aq
gesteuert, falls Platz ¢ = 2 unbesetzt ist. Befindet sich jedoch ein Teilchen auf diesem

SRatenrelationen fiir die kanonische Gibbs-Boltzmann-Verteilung der Mikrozustinde im statio-
niren Nichtgleichgewicht lassen sich allerdings nur fiir eindimensionale Systeme finden [55].
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linkes Reservoir
rechtes Reservoir

N-2 N-1 N
Abbildung 2.4: Ankopplung des Systems an das (a) linke Teilchenreservoir durch
a-Raten und an das (b) rechte Teilchenreservoir durch S-Raten. Die Indizes 0 und

1 der a- und p-Raten stehen fiir die Besetzungen der Plidtze i = 2 (o) und i = 3
(ag,) bzw. der Plitze i = N — 1 (8p1) und i = N — 2 (5 ;).

Platz, so wird der Sprung mit der Rate a; ausgefiihrt. Da der linke Nachbarplatz
von i = 1 fehlt, miissen zwei weitere Raten o, und o} fiir die Spriinge von ¢ = 1
zu i = 2 definiert werden. Der Index der Rate o zeigt die Besetzung des Platzes
i = 3 an. Abhéngig von der Besetzung des Platzes i = N — 1 ist 5y bzw. £, die Rate
fiir Teilchenaustritte am rechten Rand. Des Weiteren ist 5 (8]) die Sprungrate des
Teilchens auf Platz i = N — 1, falls der Nachbargitterplatz i = N — 2 frei (besetzt)
ist. Mit den eingefithrten Raten lauten die entsprechenden Randstrome

= (MNg)r o + (ang)y o (

J12 = (mnens) af + (ninang) o (2.19b
= (in-1nn)i fo + (nv—1nn)e Br (2.19¢
= (n

IN—1N = (An—onn_1Tin)e By + (nn—any_17in)e B - (2.19d

Unter Zuhilfenahme der in Abschnitt 2.2 beschriebenen MCAK-Methode folgen aus
(2.19) Stromausdriicke, die wegen (2.10) und (2.12) nur noch von Dichten abhéngig

sind,
Jut = CVag + Py, (2.20a)
. o
D2 =12 <C§4 ag + C’ a1> : (2.20b)
P2
S C)) (1)
INR = N—1 Bo + CN_l B, (2.20(3)

31



2 FEindimensionaler Teilchentransport mit Nédchsten-Nachbar- Wechselwirkungen

(a) v (b)
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung der (a) ,bulk-adapted* (BA)- und (b) ,equi-
librated-bath* (EB)-Kopplung zwischen Gittersystem und linkem Teilchenreservoir
im TASEP-Modell mit Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen.

. vl
JN-1N = p]]VV 11 (0}5’12 g +cl, ﬁ;) . (2.20d)

Setzt man die mit MCAK berechneten Strome (2.13) und (2.20) in die Ratenglei-
chungen (1.7) ein, ergibt sich ein geschlossener Satz kinetischer Gleichungen fiir
offene Systeme, deren Integration die Beschreibung von Dichten und Strémen zu
beliebigen Zeiten erlaubt.

2.4.2 Randinduzierte Phaseniibergidnge

Um die Kopplung des Systems an die Reservoire zu definieren, miissen die im vorhe-
rigen Abschnitt eingefithrten a- und p-Raten explizit angegeben werden. Eine spe-
zielle Ankopplungsmethode, die sogenannte ,bulk-adapted* (BA)-Kopplung [siche
Abbildung 2.5(a)|, gewéhrleistet die Ausbildung monoton fallender oder steigender
Dichteprofile ohne Dichteoszillationen an den Systemenden. Hierfiir werden die a-
und [J-Raten so definiert, als wiirde das System in die Reservoire fortgesetzt. Somit
treten an den Systemenden die gleichen Beziehungen zwischen Korrelationsfunktio-

nen und Dichten auf wie im Innern des Systems.

Das Hiipfen der Teilchen im Bulk zu nédchstbenachbarten Gitterplédtzen unterliegt
der Glauber-Dynamik (2.4). Daher kommen fiir einen Sprung von i zu ¢ + 1 im
System bei gegebenen Besetzungen {n; = 1,n;,1 = 0,n;,2} zwei mogliche Raten in
Betracht. Das Teilchen springt mit I'(n,—1 = 0,n,42) = 1/ [exp(n;42V) + 1], wenn
ni—1 = 0, andernfalls (n;_y = 1) mit der Rate I'(n;—; = 1,n;42) = 1/ [exp(n; 2V
—V) + 1]. Im stationéren Bulksystem der Dichte p und der Wechselwirkungsstér-
ke V ist die Wahrscheinlichkeit, die Konfiguration {n;_1,n, = 1} bei gegebenen
Besetzungen {n;;; = 0,n,4o} vorzufinden, durch die bedingte Wahrscheinlichkeit
p(ni—1 1|10n;40;p) = p(ni—110n:42; p)/p(0nii2; p) [Quotient aus den Verbundwahr-
scheinlichkeiten p(n;—110n,42; p) und p(0n;19; p)] gegeben. Die Eintrittsrate ayq ; ldsst
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sich nach dieser Diskussion, entsprechend den ,,virtuellen Konfigurationen” {n_; =
0,n0 = 1I,n; = 0,ny} und {n_; = 1,n9 = 1,n; = 0,n3} am linken Rand, durch
eine Wichtung der Glauber-Raten mit den Wahrscheinlichkeiten p(01|0ng; py,) und
p(11|0ng; py,) darstellen. Die a- und -Raten erhalten somit die Form

o gt 1 exp[&mm> plﬂ T (221b)
on= eﬁé??:n@)pf 1 eXp[ElOHm) p7)+ 1 (2:21¢)
R e S TEY

wobei p(0|10m; p) und p(1|10m; p) die Wahrscheinlichkeiten fiir n;,—; = 0 bzw. n;_; =
1 im Bulk angeben, unter der Bedingung, dass die Besetzungszahlsequenz {n; =
1,ni1 = 0,n;42 = m} auftritt (m € {0,1}). Fiir die f-Raten sind die Eintrége in
p(+]; p) von rechts nach links umgeordnet, da die gegebene Konfiguration in diesen
Féllen hinter dem Startplatz des Sprungs liegt. Es gilt beispielsweise p(00|1m; p) =
p(m100; p)/p(m1; p).

Der Bulkstrom jg, der sich im stationédren Nichtgleichgewichtszustand fiir gegebe-
ne Reservoirdichten p;, und py im offenen System mit BA-Randankopplungen (2.21)
einstellt, kann unter Verwendung der Extremalstromprinzipien (1.6) und der Strom-
Dichte-Relation (2.16) bestimmt werden. Fiir die Wechselwirkungsstirke V' = 2V,
ergibt sich damit das Phasendiagramm in Abbildung 2.6(a). Es stellen sich sieben
Phasen heraus. In den Gebieten I und VI ist die Bulkdichte mit der Dichte p;, des lin-
ken Reservoirs identisch und in den Phasen III und V mit der des rechten Reservoirs
pr. Die Bereiche II und VII kennzeichnen Phasen maximalen Stroms. Hier nimmt
die Bulkdichte die Werte pj, aus Gleichung (2.17) an. Im Gegensatz dazu weist
Phase IV die Dichte 0,5 auf. In halb gefiillten Bulksystemen bildet der Strom ein lo-
kales Minimum aus. Phaseniibergénge erster und zweiter Ordnung sind durch breite
durchgezogene bzw. breite gestrichelte Linien dargestellt. Diinne Linien markieren
Phaseniiberginge des korrespondierenden ASEP-Modells, das in Abschnitt 2.5 dis-
kutiert wird.

Die ermittelten Phaseniibergidnge und Bulkdichten zu den einzelnen Phasen lie-
gen fiir das offene TASEP-System mit BA-System-Reservoir-Kopplungen und den

"Die zu den ,virtuellen Konfigurationen“ zihlenden Plitze gehoren nicht gesamtheitlich zum
Gittersystem mit ¢ = 1... N. Plitze mit ¢ < 1 oder ¢ > N sind in diesem Zusammenhang als
gedachte Gitterpositionen in den Reservoirbereichen zu verstehen.
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(a)

(b)

pR 0’5 L pB:fV(pR) o] -

pe = p1 i

PL

Abbildung 2.6: Phasendiagramme fiir (a) BA- und (b) EB-System-Reservoir-
Ankopplungen, aufgenommen im stationdren Nichtgleichgewicht fiir V' = 2V,.
Durchgezogene und gestrichelte Linien markieren Phaseniibergénge erster bzw. zwei-
ter Ordnung. Diinne Linien représentieren Phaseniibergénge des ASEP fiir F' = 2.
Offene Kreise in (b) beziehen sich auf KMC-Daten und Linien auf MCAK-Resultate.
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Raten (2.4) exakt vor. Dies gilt hingegen nicht fiir Dichten an den Systemenden, d. h.
fiir die Randverbiegungen der Dichteprofile. Auch fiir transiente Zeiten wird weder
das Systeminnere noch werden die Randbereiche exakt mit der MCAK-Methode be-
schrieben, da die Relationen (2.18) fiir eine unterliegende Gleichgewichtsverteilung
nur in stationédren Bulksystemen giiltig sind. Um die Giite der MCAK-Approximation
in diesen Féllen zu testen, wird ein zu Beginn leeres TASEP-System mit 1000 Git-
terplédtzen, V' = 2V, und BA-Randankopplungen betrachtet. Die Reservoirdich-
ten betragen in diesem Beispiel p, = 0,9 und py = 0,6. Fiir die Simulation des
Systems bendtigt man die bedingten Wahrscheinlichkeiten in (2.21). Wie in Ab-
bildung 2.5(a) illustriert, werden im Allgemeinen die bedingten Wahrscheinlich-
keiten aus KMC-Simulationen geschlossener Ringsysteme mit der Dichte p = p,
bzw. p = pr und entsprechender Wechselwirkungsstirke V' ermittelt. Dafiir wer-
den die Sprungraten im Bulkbereich des offenen Systems verwendet. Speziell fiir
die Glauber-Raten (2.4) konnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten aufgrund der
Beziehung (2.18) mit MCAK exakt berechnet werden. Um BA-Randankopplungen
mit dem MCAK-Verfahren zu realisieren, wird der Bulkausdruck (2.13) auch fiir die
Randstrome benutzt. Die darin enthaltenen Dichten mit den Indizes ¢ < 1 und ¢ > N
werden anschliefend durch die feste Reservoirdichte p; bzw. py ersetzt. Auf diese
Weise iibertrigt man die Relationen zwischen Korrelationsfunktionen und Dichten
im Bulk auf die Randbereiche des Systems.

Die Ratengleichungen (1.7) mit den entsprechenden MCAK-Ausdriicken der Stro-
me wurden numerisch integriert und die so gewonnenen Dichteprofile (Linien) fiir
fiinf verschiedene Zeiten und im stationéren Zustand mit KMC-Daten (Symbole)
in Abbildung 2.7(a) verglichen. Dabei kénnen drei Zeitregimes festgestellt werden.
Wihrend der ,,Eindringphase® bei ¢ < 2000 passieren erste Teilchen das System und
erreichen das rechte Reservoir. Ein Vergleich zwischen den Resultaten aus MCAK-
Rechnungen und KMC-Simulationen liefert in diesem Zeitfenster eine sehr gute
Ubereinstimmung. Im Anschluss daran beobachtet man ein ,intermediéres Zeitre-
gime®. Hier wachsen die Dichten im Kanal bis in die Ndhe der stationdren Werte.
Typische Vertreter dieses Regimes sind z. B. die Dichteprofile fiir ¢ = 4000 und
t = 8000 in Abbildung 2.7(a). Eine interessante Beobachtung dieser Studie ist das
Auftreten einer sprunghaften Anderung der Dichte (Schockfront) im System zur Zeit
t = 4000 bei ¢ ~ 900 und zur Zeit ¢ = 8000 bei 72 ~ 200. Eine zweite sich nach rechts
bewegende Schockfront tritt zwischen ¢ = 8000 und ¢ = 16000 auf (nicht dargestellt).

Diese Schockfronten erinnern an Dichtespriinge, die bei Phaseniibergéngen erster
Ordnung im stationédren Zustand erscheinen. Da die lokalen Strome zwischen den
Gitterplatzen zu transienten Zeiten nicht konstant sind, fithren diese Schockfronten
im Mittel eine Driftbewegung zu einem der beiden Reservoire aus, statt nur zu

fluktuieren wie im stationéren Zustand. Im gezeigten Beispiel aus Abbildung 2.7(a)
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Abbildung 2.7: Zeitentwicklung von Dichteprofilen fiir (a) BA- und (b) EB-
Ankopplungen mit p, = 0,9, py = 0,6, V = 2V,, N = 1000 und p;(t = 0) = 0.
Im Gegensatz zur BA-Kopplung fiihrt der EB-Kopplungsmechanismus zu Dichteos-
zillationen an den Systemréndern, wie im Inset von (b) gezeigt. Die Zuordnung der
Symbole (KMC-Daten) und Linien (MCAK-Dichteprofile) zu den verschiedenen Zei-
ten in Abbildung (a) ist auch fiir (b) zu verwenden. KMC-Daten wurden {iber 10°
Konfigurationen gemittelt.
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Abbildung 2.8: Stationére Dichteprofile eines TASEP-Systems mit 1000 Gitter-
plitzen, V = 2V, und (a) BA- bzw. (b) EB-Randankopplungen. Romische Zahlen
verweisen auf die entsprechenden Phasen in Abbildung 2.6. Die Reservoirdichten
zu den Profilen sind in runden Klammern angegeben. Linien kennzeichnen Profile,
die mittels MCAK berechnet wurden und offene Kreise beziehen sich auf simulierte
Daten.
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2 FEindimensionaler Teilchentransport mit Nédchsten-Nachbar- Wechselwirkungen

ist der Teilchenstrom vor der Schockfront grofler als dahinter. Demzufolge stauen
sich die Teilchen vor der Dichtewand und werden in ihrer Bewegung zum rechten
Reservoir behindert. Als Konsequenz wandert die Schockfront mit der Zeit nach
links. MCAK-Profile geben zwar die Schockfronten qualitativ wieder, weisen aber
im Vergleich mit KMC-Daten gewisse Abweichungen in diesen Bereichen auf. Nach
dem intermedidren Regime schliefit sich die ,,Relaxationsphase” an, in der die Dichten
kontinuierlich (ohne Dichtespriinge) in die stationdren Dichtewerte iibergehen. In
diesem Zeitfenster ist wieder eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen MCAK-
und KMC-Resultaten zu erkennen. Die Bulkdichte im stationdren Zustand betragt
ps = 0,7. Dieses Resultat steht im Einklang mit dem Prinzip des maximalen Stroms,
da sich der grofitmogliche Teilchenfluss innerhalb des Dichteintervalls 0,6 < p < 0,9
bei p5(2V;) = 0,7 einstellt (Phase VII). Repréisentative stationére Dichteprofile fiir
die restlichen Phasen I bis VI sind in Abbildung 2.8(a) zu finden. Alle stationéren
MCAK-Profile werden hier durch KMC-Daten vortrefflich bestétigt.

Wie oben geschildert, sind die BA-Randankopplungen derart konstruiert, dass
die Prinzipien des extremalen Stroms in offenen Systemen direkt angewandt werden
kénnen. Jedoch sind diese vergleichsweise kiinstlichen System-Reservoir-Kopplungen
fiir die Beantwortung applikativer Fragestellungen ungeeignet. Fiir realistischere An-
kopplungen kann man sich von der Annahme leiten lassen, dass Relaxationsprozesse
im Reservoir sehr viel schneller ablaufen als Sprungprozesse im System. Das Ar-
gument der unterschiedlichen Zeitskalen legt nahe, die Teilchenreservoire als ideale
Fermi-Béader im thermischen Gleichgewicht zu modellieren, die durch die chemischen

Potenziale

MK:ln( PK ) K=LR (2.22)
]-_pK

charakterisiert sind [siche Abbildung 2.5(b)]. Eine mégliche Form der Ein- und Aus-
trittsraten ist dann gegeben durch

Ay, = pL[eXp<mV - ML) + 1]_1 )

(
o = [exp(mV) +1]7", (2.23b
B = (1 — pu)lexp(pn —mV) +1]7", (2.23¢

B = lexp(—=mV) +1]7". (2.23d

Im Folgenden wird diese System-Reservoir-Kopplung als ,,equilibrated-bath* (EB)-
Randankopplung bezeichnet. Die funktionale Form der Raten erinnert dabei an
Ubergangsraten, die aus Fermis Goldener Regel resultieren [7,8,89,90]. Die Fermi-
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2.4 Teilchentransport in offenen Systemen

Ausdriicke 1/ [exp(...) + 1] in (2.23) spiegeln die Glauber-Sprungdynamik aus Glei-
chung (2.4) wider, da ein in das System tretendes Teilchen die Energie pu, ver-
liert bzw. ein austretendes Teilchen die Energie py gewinnt und zusétzlich Néachste-
Nachbar-Wechselwirkungen mit den Teilchen der Randplétze ¢ = 2 und ¢ = 3 [Raten
(2.23a) und (2.23b)] bzw. i = N — 1 und i = N — 2 [Raten (2.23c) und (2.23d)]
auftreten. Der Vorfaktor p;, in (2.23a) gibt die Teilchendichte, d. h. die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit, des linken Bades in Abhéngigkeit des chemischen Potenzials i,
an. Analog bezeichnet 1 — py in (2.23¢) die Lochdichte des rechten Reservoirs.

In Abbildung 2.7(b) ist die Zeitentwicklung der Dichteprofile fiir EB-Randankopp-
lungen und ansonsten gleiche Parameter, wie fiir Abbildung 2.7(a) verwendet, darge-
stellt. MCAK-Resultate (Linien) stimmen sehr gut mit Profilen aus KMC-Simulati-
onen (Symbole) iiberein. Die Bulkdichte im stationdren Fall betrdgt ps = 0,34 und
unterscheidet sich damit deutlich von dem Wert pgy = 0,7 fiir BA-Ankopplungen.

Anders als bei den zuvor behandelten BA-Ankopplungen treten fiir die physika-
lisch motivierten EB-Ankopplungen Dichteoszillationen an den Réndern des Systems
auf [siehe Inset der Abbildung 2.7(b)]. Die Dichteinhomogenitéten lassen sich durch
die fehlenden Gitterpldtze links neben dem ersten und rechts neben dem letzten
Systemplatz erkldren. Da die Wechselwirkung eines Teilchens auf dem Platz ¢ = 1
oder ¢ = N mit Teilchen im Bad ausgeschlossen ist, konnen die Reservoire gewisser-
maflen als permanent unbesetzte Gitterpliatze betrachtet werden. Diese Leerstellen
beeinflussen unter Anwesenheit repulsiver Néachster-Nachbar-Wechselwirkungen die
Sprungdynamik am Systemende und damit die Besetzung der randnahen Gitterplét-
ze. An den Positionen i = 1 und 7 = N stellt sich demzufolge eine iiberhthte Dichte
ein. Die Nachbarpliatze ¢ = 2 und « = N — 1 hingegen weisen eine geringere Dichte
auf. Dieses alternierende Verhalten setzt sich auf Skala der Korrelationslédnge in das
Systeminnere fort.

Ein Vergleich der MCAK-Profile mit den Ergebnissen der KMC-Simulationen
zeigt, dass die zeitliche Entwicklung der Dichteprofile auch fiir EB-Ankopplungen
im Rahmen der Theorie sehr gut erfasst wird. Da die MCAK-Stromausdriicke be-
riicksichtigen, dass die lokalen Stréme j; ;41 auch mafigeblich von den Dichtewerten
um ¢ und 7 + 1 abhéngen, werden mit MCAK nicht nur die Bulkdichten, sondern
auch Dichteoszillationen an den Systemrindern sehr gut wiedergegeben.

Die Dichteoszillationen lassen eine direkte Anwendung der Extremalstromprin-
zipien zur Erstellung eines Phasendiagramms nicht zu. Ihre Giiltigkeit wird erst
durch das Ersetzen der reinen Reservoirdichten durch sogenannte ,effektive Rand-
dichten® [44] in Ausdruck (1.6) wiederhergestellt. Im stationdren Dichteprofil bildet
sich immer eine Region aus, die durch einen flachen Profilabschnitt und durch Be-
reiche, in denen die Dichte monoton steigt oder fallt, gekennzeichnet ist. Damit sind

Dichteoszillationen, die an den Systemréndern auftreten konnen, in diesem Gebiet
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ausgeschlossen. Die Dichtewerte an den dufleren Punkten der monoton verlaufenden
Bereiche legen dann die effektiven Randdichten fest. Diese gewéhrleisten die Anwen-
dung der Extremalstromprinzipien unabhéngig von der konkreten System-Reservoir-
Kopplung, sodass alle moglichen Phasen mit Hilfe der Strom-Dichte-Relation im
Bulk aufgespiirt werden konnen. Die effektiven Dichten, und damit welche Phasen
auftreten, hingen allerdings von den Details der Randankopplungen ab. Uberdies
gibt es kein allgemeines Prinzip, die effektiven Dichten bei gegebenen Reservoirdich-
ten im Vorfeld zu bestimmen. Die Lage der Phaseniibergéinge wurde daher, anders als
bei offenen Systemen mit BA-Randankopplung, durch Auswerten der Bulkdichten
stationdrer MCAK-Profile ermittelt und durch extensive KMC-Simulationen verifi-
ziert. In Abbildung 2.6(b) sind die so detektierten Phaseniibergénge erster (breite
durchgezogene Linien) und zweiter (breite gestrichelte Linien) Ordnung fiir V' = 2V,
dargestellt. Dieses Phasendiagramm unterscheidet sich topologisch von jenem fiir
BA-Ankopplungen aus Abbildung 2.6(a). Statt sieben randinduzierte Phasen bilden
sich fiir EB-Ankopplungen nur fiinf aus. Es sind Zonen zu beobachten, in denen
die Bulkdichte den Wert pj (Gebiet maximalen Stroms, Phase II) oder 0,5 (lokales
Minimum im Strom, Phase IV) annehmen kann, oder pg durch die Reservoirdich-
ten p, und py iiber die funktionalen Zusammenhénge fi(p.), fir(pr) und fyv(pgr)
bestimmt wird. Abbildung 2.8(b) zeigt fiir jede Phase I bis V ein zugehdoriges statio-
nires Dichteprofil und lisst eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen MCAK- und
KMC-Profilen erkennen.

Obwohl sich die Lage der Phasengrenzen in den Abbildungen 2.6(a) und 2.6(b)
augenscheinlich voneinander unterscheiden, kénnen dennoch gewisse Parallelen zwi-
schen Phasen, die mit gleichen romischen Ziffern gekennzeichnet sind, gezogen wer-
den. Man kann in beiden offenen Systemen Bereiche minimalen und maximalen
Stroms beobachten und Phasen, in denen die Bulkdichte durch die Reservoirdich-
ten bestimmt wird. Jedoch weist das Phasendiagramm fiir EB-Ankopplungen, im
Gegensatz zu dem in Abbildung 2.6(a), keine Symmetrie beziiglich der Diagonalen
pr = 1 — py auf. Dieser Symmetriebruch wird in den nachfolgenden Ausfithrungen
erklért.

2.4.3 Teilchen-Loch-Symmetrie

Vertauscht man im System Teilchen und Loécher miteinander, so werden die vor-
herigen Austrittsraten 5y, f1, ) und [} zu neuen Eintrittsraten oy, ap, o) und af
umdefiniert und die Richtung des Stroms kehrt sich um. Das nun entstandene System
weist bezogen auf die Lochbesetzungszahlen n; = 1 — n; die Teilcheneigenschaften
des Ursprungssystems auf, d. h. Lochdichten p;(t) = (n;); und Korrelationsfunk-

tionen (7;7,7y . ..); im Teilchen-Loch-vertauschten System sind zu jeder Zeit ¢ mit
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den Teilchendichten p;(t) = (n;); bzw. den Korrelationsfunktionen (ngn;n; ...); des
Ausgangssystems identisch. Insbesondere muss fiir die Bulkdichte im stationdren

Zustand die Gleichung

PB(OZO;OQ,04670/1750761766769 =1~ pB(/Bl,B(),Bi,66,051,0[0,0/1,@6) (224)

gelten. Durch die Einfiihrung der multivariaten Raten o = (ag, aq,0q, ), B =

(Bo, b1, By, B1), & = (aq, ap, o, af) und B = (B4, Bo, By, By) lasst sich (2.24) kompakt
schreiben als

pB(O%B) :/613<67&) = 1_pB(B7d)' (2‘25)

Da Reservoire im Allgemeinen nur von wenigen Kontrollparametern wie chemi-
schen Potenzialen oder Dichten abhéngig sein sollten, werden im Folgenden Ein- und
Austrittsraten als Funktionen der Reservoirdichten p;, und py betrachtet, o = a(py)
und f = [(pr). Somit kann die Bulkdichte als eine Funktion von p;, und p; auf-
gefasst werden. Fiir diese neue Funktion pg(pr, pr) = ps(al(pn), B(pr)) zeigt sich
Teilchen-Loch-Symmetrie, wenn gilt

Ps(prs pr) =1 = pu(l = pr, 1= po). (2.26)

Ersetzt man pp(pr, pr) in Gleichung (2.26) durch pg(a(pr), B(pr)) = 1 — pu(B(pr),
a(py)) aus Gleichung (2.25) und die rechte Seite von (2.26) durch 1 — pg(1 — pg,
1—py)=1—ps(a(l —pr),B(1—p.)), so folgt die Relation

1= pa(Blpr), alpn)) = 1 = pala(l — pr), B(1 = po)) . (2.27)

Ein Vergleich beider Seiten ergibt die Beziehung zwischen Ein- und Austrittsraten,
um Teilchen-Loch-Symmetrie nach Gleichung (2.26) zu erfiillen,

o) = B(7). (2.28)

Die Ein- und Austrittsraten (2.23) der EB-Ankopplung erfiillen die Bedingung
(2.28) nicht, sodass auch das Phasendiagramm in Abbildung 2.6(b) keine Teilchen-
Loch-Symmetrie nach Gleichung (2.26) aufweisen kann. Die Raten (2.21) der BA-
Ankopplung befriedigen hingegen die Relation (2.28), was am Beispiel von J; de-

monstriert werden soll:

B 1 p(1100;1 —p) 1 p(1101;1 — p)
Al =) = exp(=V)+1 p(IL;1—p) 2 p(1L;1-p)
1 p(1100; p) 1 p(0100;p) _ aolp). (2.29)

“oxp(—V)+ 1 p(00;p) 2 p(00;p)
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Dabei wurde die Beziehung p(n;_1,n;,niy1,niv2; 1 — p) = (N1, My, Niy1, Nis2s p)
der Teilchen-Loch-Symmetrie im Bulk verwendet.

Bei Teilchen-Loch-symmetrischer Bulkdynamik wird diese Symmetrieeigenschaft
auch auf die randinduzierten Phasen im achtdimensionalen Raum, der durch die zu-
gehorigen a- und -Raten aufgespannt wird, iibertragen. Jedoch fallt es in der Praxis
schwer, alle acht Parameter genau zu kontrollieren. Vielmehr konnen nur bestimmte
Reservoireigenschaften gesteuert werden. Im hier betrachteten Fall wurden die acht
Kontrollparameter durch die zwei Reservoirdichten p, und py parametrisiert. Durch
unterschiedliche System-Reservoir-Ankopplungen und damit einhergehende unter-
schiedliche Parametrisierungen der Kontrollparameter konnen verschiedene Phasen
aus dem achtdimensionalen Raum in die p-pr-Ebene projiziert werden. Dies kann
zu deutlichen topologischen Anderungen der Phasendiagramme fiihren (siche Abbil-
dung 2.6).

2.5 ASEP mit Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen

Sind Teilchenspriinge entgegen der TASEP-Richtung erlaubt, geht man zum ASEP-
Modell iiber. Es ist bekannt, dass das Phasendiagramm des ASEP mit einfachen
Hard-Core-Wechselwirkungen, trotz der Riickspriinge, qualitativ dem des TASEP
entspricht [37-39]. Doch welche Zusammenhénge zwischen dem ASEP und TASEP
ergeben sich bei der Einfithrung von zusétzlichen Teilchenwechselwirkungen? Um
dieser Frage nachzugehen, wird ein ASEP mit Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen
(zusétzlich zu Hard-Core-Wechselwirkungen) betrachtet. Bei einer Driftstérke F sol-
len die Sprungraten I'_, und I',_ in bzw. entgegen der Vorzugsrichtung im Folgenden
dem detaillierten Gleichgewicht geniigen, d. h. I', /.. = exp(—AH), wobei die
Energie H des Gittergases durch

gegeben ist. Wie in den vorangegangenen Abschnitten werden Glauber-Sprungraten

gewahlt,
P ) ! (2:31a)
Ti—1, 1 = ) Jla
- b expl(niy2 —ni1)V — F] +1
F%(ni,l, ni+2) = F%(ni,l, ni+2) exp[(an — ni,l)V — F] . (231b)

Fiir den Grenzfall ' — oo erhélt man limp_,oo ' = 0 und limp_, ', = 1 und

damit die Raten des Standard-TASEP. Bemerkenswerterweise liasst sich aber auch
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fiir kleine Driftstéirken eine Beziehung zwischen dem ASEP und TASEP finden. Da
die Sprungraten (2.31) die Bedingungen in (2.18) nicht befriedigen, liefern MCAK-
Rechnungen fiir das stationédre Bulkverhalten nur Ndherungswerte. Dennoch ist mit
MCAK eine hinreichend gute Beschreibung des Systems nahe dem Gleichgewicht,
d. h. fiir kleine F’-Werte, zu erwarten.

Der MCAK-Stromausdruck fiir j; ;41 (in Vorzugsrichtung) besitzt die funktionale
Form aus Gleichung (2.13) mit den entsprechenden Raten (2.31a). Die entgegenge-
richteten Stréme j;;1,; folgen aus j; ;11 durch gegenseitigen Austausch von p; und
pi+1 und das Vertauschen der Indizes (i — 1) und (i 4+ 1) sowie der hochgestellten
Indizes (2) und (3) in den Korrelationsfunktionen. Daraus ergibt sich

4 e
Jirni = ———— [C,COT(0,0) + C T (0,1)
Pz’+1(1 —Pz’)
+ CRCAT(1,0)+ CCAT (1, 1) (2.32)

Durch die Einfiihrung des Nettostroms

Jiiv1(t) = Jiit1(t) = Jiv1,i() (2.33)

zwischen den Platzen ¢ und i+ 1 bleibt die Ratengleichung (1.7) nach dem Austausch

von j durch J in ihrer Form erhalten.

Die Abbildungen 2.9(a)-2.9(c) zeigen die MCAK-Resultate der stationéren Strom-
Dichte-Relation im Bulk samt zugehoriger KMC-Daten fiir verschiedene Wechselwir-
kungsstéirken und F-Werte. Der MCAK-Bulkstrom J setzt sich aus dem Teilchen-
fluss (2.16) in Vorzugsrichtung und dem Riickstrom (2.32) (ohne Indizes) zusam-
men. Um die Bulkeigenschaften zu simulieren, wurden Gittersysteme mit periodi-
schen Randbedingungen (geschlossene Ringsysteme) verwendet. Fiir ' = 1 [Abbil-
dung 2.9(a)] zeigt sich, wie fiir schwache duflere Triebkréfte zu erwarten, eine gute
Ubereinstimmung von MCAK- und KMC-Resultaten fiir alle gewihlten Wechsel-
wirkungsstéirken. Jedoch werden im Bereich F© 2 V' die Abweichungen zwischen
den MCAK- und KMC-Kurven mit wachsender Driftstérke deutlicher. Signifikante
Unterschiede sind z. B. fir V' = V, und F' = 3 in Abbildung 2.9(c) zu erkennen.
Fiir den Spezialfall V' = 0 gelangt man zum Standard-ASEP und die entsprechen-
den Strom-Dichte-Relationen sind unabhéngig vom konkreten F-Wert exakt. Zu
begriinden ist dies mit der Gleichverteilung der Mikrozustédnde des Ringsystems fiir
V =0 [24,39,40] (siehe auch Anhang A). Im Regime starker Teilchenwechselwirkun-
gen V' > F liefert die MCAK-Methode wiederum sehr gute Ergebnisse. Insbesondere

sind diese im Grenzfall V' — oo nicht von den KMC-Resultaten zu unterscheiden.
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Abbildung 2.9: (a)-(c) Strom-Dichte-Relationen J(p) des ASEP fiir verschiedene
Wechselwirkungs- und Driftstarken V und F'. (d) Strom-Driftstirke-Zusammenhang
fir p = 0,3. Das Inset in (d) zeigt die mit MCAK berechnete V.(F')-Kurve. Symbole
beziehen sich auf KMC-Daten und Linien auf MCAK-Resultate. Die Abbildungen
(b)-(d) besitzen die gleiche Legende wie in Darstellung (a).

In Abbildung 2.9(d) ist der Bulkstrom J als Funktion der Driftstiarke F' fiir die
Dichte p = 0,3 und drei verschiedene Wechselwirkungsstirken V' = 0, V, und 2V,
aufgetragen. Der Strom steigt bei schwacher Driftstirke £ < 1 linear mit F' an und

zeigt ein nichtlineares Verhalten fiir F' 2 1. Fiir groe F-Werte beobachtet man eine

Sattigung der KMC-Kurven auf einen gemeinsamen Grenzstrom, der unabhéngig
von V ist. Hingegen bleiben die MCAK-Strome bei grofler Driftstéirke weiterhin V-
abhéngig. Das Inset in Abbildung 2.9(d) illustriert die F-Abhéngigkeit der kritischen
Wechselwirkungsstéarke V., die den Ausbildungsbeginn zweier Maxima in der Strom-
Dichte-Relation markiert. Die V. (F')-Kurve wurde mit MCAK berechnet und nimmt
mit wachsender Driftstiarke zu. Fiir den Grenzfall F' — 0 miindet V, tiberraschend
in die kritische Wechselwirkungsstérke V, = 21n 3 des zuvor untersuchten TASEP.
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Um dies zu erklédren, betrachtet man zunéchst den Strom J in der Form

J = p(0100)I'_, (0, 0) — p(0010)T" (0, 0)
+ p(1100)T'_(1,0) — p(0011)T (0, 1)
+ p(0101)T',(0,1) — p(1010)T(1,0)
+p(1101)T-(1,1) — p(1011)T(1,1) (2.34)

In jeder Zeile wurden hier die Verbundwahrscheinlichkeiten p(.10.) fiir Spriinge in
Vorzugsrichtung ihren #dquivalenten Grofen p(.01.) entgegen der Vorzugsrichtung
zugeordnet. Da die mit MCAK berechneten p(....) im Bulk unabhéngig von F' sind
[d. h. es gilt zeilenweise p(.10.) = p(.01.)], vereinfacht sich der Stromausdruck (2.34)

zu

+p(1100) [I'-(1,0) — ' (0,1)]
+ p(0101) [,(0,1) — T (1,0)]
+p(1101) [T (1,1) — T (1,1)] (2.35)

Die Entwicklung der Differenzen I' ,(.,.) — I'._(.,.) fiir kleine F' liefert in linearer
Niherung J = Fjpaser + O(F?), wobei sich der Strom jpasep auf ein TASEP mit der
Sprungrate

1
1 + cosh[(njre — ni—1)V]

[(ni_1,ni40) = (2.36)
bezieht. Diese Rate erfiillt wiederum die Gleichungen in (2.18) nicht, sodass MCAK
keine exakten Resultate fiir die Strom-Dichte-Relation des zugehorigen TASEP-
Systems liefert. Obwohl sich die Raten (2.36) und (2.4) in ihrer funktionalen Form
unterscheiden, erhédlt man mit MCAK fiir beide Sprungdynamiken die gleiche Strom-
Dichte-Abhéngigkeit im Bulk. Aus diesem Grund nimmt V fiir den Grenzfall F — 0
den Wert V, = 2In3 an. Es stellt sich nun die Frage, ob dieses Resultat auch bei
einer exakten Behandlung des ASEP wiederzufinden ist. Diese Frage wird durch die
Tatsache motiviert, dass MCAK gleichgewichtsnahe Systeme sehr gut beschreibt. Es
gibt demnach begriindete Hoffnung fiir die Giiltigkeit der gefundenen ASEP-TASEP-
Beziehung, auch im Rahmen einer exakten Berechnung. Bei der Entwicklung der ge-
samten rechten Seite von Gleichung (2.34) diirfen dafiir keine zusétzlichen linearen
Terme in F' durch die Verbundwahrscheinlichkeiten p(....) auftreten. Représentative
KMC-Resultate fiir p(1100) und p(0011) in Abbildung 2.10 zeigen ein Minimum bei
F =~ 0 und stiitzen somit die obige Vermutung.
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Abbildung 2.10: Verbundwahrscheinlichkeiten p(1100) und p(0011), die Konfigu-
ration {ni_l = 1,7’Lz‘ = 1,7’Li+1 = 077’Li+2 = 0} bzw. {ni_l = O,TZZ‘ = O,TZH_l = 1,nz~+2 =
1} im Bulk vorzufinden. Dargestellt sind KMC-Resultate fiir den in (2.31) definierten
ASEP mit V = 2V, und p = 0,5 im stationédren Nichtgleichgewicht.

Nach der Diskussion des Bulkverhaltens schlieit sich nun ein kurzer Diskurs iiber
offene ASEP-Systeme an. Die Ankopplung des Systems an das linke und rechte Teil-
chenbad erfolgt durch die Ein- und Austrittsraten a_, und a,. bzw. S._ und 5_,
sowie durch die Raten o/, und o/, bzw. f_ und f’, fiir randnahe Teilchenspriinge.
Die funktionale Form der Randstrome j; 1, ji2, jv—1.n und jyg in Vorzugsrich-
tung sind durch die Gleichungen (2.20) gegeben, wobei die a- und S-Raten durch
die obigen Raten ersetzt werden miissen. Die entsprechenden Strome entgegen der

Vorzugsrichtung lauten

Jin = sz)ae,o + Cp)ae,l ; (2.37a)
e 0
j2,1 - p; (CQ 051_70 + 02 Oéi_’l> y (237b)
2
Jr.N = CJ(\?)—ﬁe,O + C](\?)_lﬂe,l ; (2.37¢)
3
: _ o oW g Lo g 0 374
INN-1= T NooBe o+ ONLaB ) - (2.37d)

Da im Rahmen der MCAK-Analyse dem ASEP mit schwacher d&uflerer Triebkraft
ein korrespondierendes TASEP-System zugeordnet werden konnte und gleichzeitig
aus den Bulkdynamiken (2.36) und (2.4) die gleiche Strom-Dichte-Relation hervor-
geht, ist ein Vergleich der ASEP- und TASEP-Phasendiagramme fiir verschiede-
ne Randankopplungen lohnenswert. Fiir die BA-Ankopplung wurden entsprechende
Phasendiagramme mit Hilfe der Extremalstromprinzipien und der Strom-Dichte-
Relation fiir verschiedene F' und V' = 2V erstellt. Fiir die EB-Ankopplung wurden
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die Raten a_, und f_, geméf (2.23) mit H aus (2.30) gebildet und o, und [
durch die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts bestimmt. Die entsprechen-
den Ratengleichungen wurden numerisch integriert und die stationdren Dichtepro-
file (fir ¢ — oo) hinsichtlich ihrer Bulkdichten ausgewertet. Die so entstandenen
ASEP-Phasendiagramme spiegeln fiir /' — 0 die Phasendiagramme der zugehori-
gen TASEP-Systeme aus Abbildung 2.6 wider. Erst fiir F-Werte, die aulerhalb des
linearen-Response-Regimes liegen, ergeben sich sichtbare Unterschiede (siche Pha-

seniibergangslinien fiir F' = 2 in Abbildung 2.6).
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3 Brownsche Pumpen

In diesem Kapitel wird der stochastische Teilchentransport in einem Kanal unter-
sucht, der zwei Reservoire miteinander verbindet. Teilchen innerhalb des Kanals
werden mit Hilfe eines zeitabhédngigen Wellenpotenzials gegen ein statisches Kraft-
feld befordert. MCAK-Analysen der zeitabhéngigen Dichten und Stréme geben, vor
allem in Hinblick auf den Einfluss Néchster-Nachbar-Wechselwirkungen, interessan-
te Einblicke in das Transportverhalten des Systems. Nach der zeitlichen Mittelung
der Dichten und Stréme iiber eine Wellenperiode kann das System gewissermaflen
als ASEP mit statischer Triebkraft aufgefasst werden. Analog zum ASEP treten
Phaseniibergéinge in periodengemittelten Dichten und Stromen auf, wenn zumin-
dest Ausschlusswechselwirkungen zwischen den Teilchen einbezogen werden. Es wird
argumentiert, dass diese allgemein zu erwarten sind, falls Brownsche Motoren in of-

fenen Umgebungen arbeiten.

Weite Teile dieses Kapitels wurden bereits veroffentlicht:

M. Dierl, M. Einax, P. Chvosta, W. Dieterich, and P. Maass, Collective particle
transport in a peristaltic ratchet system. J. Phys.: Conf. Ser. 490, 012184 (2014).

M. Dierl, W. Dieterich, M. Einax, and P. Maass, Phase transitions in Brownian
pumps. Phys. Rev. Lett. 112, 150601 (2014).

3.1 Einleitende Bemerkungen

Im Alltag ist der Gebrauch von (makroskopischen) Maschinen und Motoren nicht
wegzudenken. Sie erleichtern unser tégliches Leben im Haushalt (Elektromotoren
in diversen Haushaltsgeriten), erh6hen unsere Mobilitéat (Verbrennungsmotor des
Autos) oder fordern verschiedenste Medien (Pumpensysteme), in dem sie durch einen
periodischen Prozess elektrische, chemische oder thermische Energie in mechanische
Arbeit umwandeln.

Das Prinzip des Motors kann ebenso auf die molekulare Ebene iibertragen werden.
In der Zellbiologie ist dieses Konzept nicht neu. Proteinbasierte molekulare Moto-
ren, wie die in eukaryotischen Zellen vorkommenden Myosin- und Dyneinkomplexe,

wandeln chemische Energie in mechanische Arbeit um [58]. Sie sind damit entschei-
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3 Brownsche Pumpen

dend am intrazelluldren Transport beteiligt. Im Gegensatz zu den makroskopischen
Maschinen unterliegen diese nanoskaligen Motoren Fluktuationen, die durch ther-
misches Rauschen verursacht werden. Dabei kann die thermische Rauschleistung
mehrere Groflenordnungen iiber der Antriebsleistung des Motors liegen. In [61] wird
dieser Groflenunterschied mit dem Versuch verglichen, gezielt in eine Richtung laufen

zu wollen, wihrend ein Hurrikan wiitet.

Wie kann dennoch eine zuverléssige gerichtete Teilchenbewegung in diesen rausch-
dominierten Systemen stattfinden? Die Untersuchung der Transportprinzipien auf
molekularer Ebene ist seit langem Forschungsgegenstand experimenteller und theo-
retischer Studien [58-63,91]. In diesem Zusammenhang hat sich der Begriff ,, Brown-
scher Motor“! in der Literatur etabliert. In diesen Systemen findet die gerichtete
Teilchenbewegung im Rahmen eines zeitlich periodischen Prozesses statt, der fernab
des thermischen Gleichgewichts unter Anwesenheit von Brownscher Bewegung und
einem gewissen Symmetriebruch ablauft [91]. Dieser kann beispielsweise durch ein
asymmetrisches statisches Potenzial (z. B. ein periodisches Ratschenpotenzial mit
langer, gering ansteigender Flanke und kurzen Abschnitten mit steilem Abfall) in
Verbindung mit einer fluktuierenden Kraft? oder durch ein zeitabhiingiges Potenzial
induziert werden [58]. Fiir eine ausfiihrliche Klassifikation und Behandlung dieser
Systeme sei auf die Ubersichtsartikel von Hinggi und Marchesoni [63], Reimann [60]
sowie Kay et al. [62] verwiesen.

Das theoretische Versténdnis Brownscher Motoren basiert vorwiegend auf der Be-
schreibung der Brownschen Dynamik einzelner Teilchen anhand von Langevin- und
Fokker-Planck-Gleichungen [60,92]. Jedoch kénnen schon auf dieser einfachen Be-
schreibungsebene faszinierende Effekte wie die Stromumkehr erklart werden. Ferner
existieren einige zumeist numerische Studien, die das Konzept des Brownschen Mo-
tors auf wechselwirkende Vielteilchensysteme anwenden, um somit kollektive Effekte
untersuchen zu koénnen [64, 65].

Werden die Antriebsmechanismen der Brownschen Motoren in offene Systeme
eingebettet, um Teilchen zwischen zwei Reservoiren gegen ein angelegtes Kraftfeld
zu transportieren, so spricht man von Brownschen Pumpen [93,94]. Das Prinzip
des molekularen Pumpens findet sich ebenfalls in den Transportprozessen der Zelle
wieder. Ionenpumpen wie die Natrium-Kalium-ATPase transportieren geladene Teil-
chen gegen Konzentrations- und Ladungsgradienten durch die Zellmembran [95,96].
Dabei steht der Teilchentransport zwischen den zwei lonendepots vor und hinter der

Membran unter dem Einfluss der Brownschen Molekularbewegung.

'Manchmal wird der Begriff ,Brownscher Motor“ ausschlieflich fiir Systeme gebraucht, in denen
thermische Fluktuationen entscheidend fiir einen gerichteten Teilchentransport sind [61,63].
2Diese Kraft darf jedoch nicht aus den thermischen Fluktuationen herriihren.
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3.2 Einfluss Néchster-Nachbar-Wechselwirkungen

Im folgenden Abschnitt werden die Prinzipien einer Brownschen Pumpe in der Mo-
dellierung eines stochastischen Gittergassystems mit offenen Randbedingungen rea-
lisiert. Teilchen werden innerhalb des Systems durch ein zeitlich verdnderliches Wel-
lenpotenzial gegen ein statisches Kraftfeld gepumpt. Um kollektive Transportpha-
nomene zu untersuchen, werden Hard-Core-Wechselwirkungen und repulsive Wech-
selwirkungen zu néchstbenachbarten Teilchen beriicksichtigt.

3.2 Einfluss Nachster-Nachbar-Wechselwirkungen

3.2.1 Modell

Dem hier vorgestellten Modell einer Brownschen Pumpe liegt ein eindimensionales
Gittergas mit zeitabhéngiger Sprungdynamik zugrunde. Das System (Kanal) be-
steht aus N dquidistanten Pliatzen und ein Austausch von Teilchen findet mit zwei
Reservoiren L und R der Dichten p, und py statt [siehe Abbildung 3.1(a)]. Jeder
der Gitterpliatze i = 1,..., N kann entweder leer (n; = 0) oder durch ein Teilchen
besetzt sein (n; = 1) und ist durch die Platzenergie ¢; charakterisiert. Teilchen in
den Reservoiren besitzen die Energie €, = ¢y oder e = ex41. Innerhalb des Systems
stoflen sich néchstbenachbarte Teilchen mit V' > 0 ab. Thermisch aktivierte Spriinge

von 7 zu ¢ = 1 werden mit der Rate
Fi,i:i:l = rvexp [— (5i:|:1 —&; + (niig — niﬂ)V) /2]€BT] (31)

ausgefiihrt, wobei v und kT der Einfachheit geschuldet gleich Eins gesetzt werden
und der Abstand a benachbarter Plidtze die Langenskala festlegt (a = 1). Entlang
des Kanals erstreckt sich ein konstantes dufleres Kraftfeld der Stirke F'. Dieses fiihrt
zu einem linearen Anstieg der Platzenergien und demzufolge zu einem Teilchenstrom
von R zu L. Jedoch gelingt ein Teilchentransport gegen den eingepriagten Gradienten
mit Hilfe eines zusétzlichen Potenzials, das durch eine von L zu R laufende Sinuswelle
mit Periodendauer 7 und Wellenlénge A beschrieben wird [66,67]. Dieses Potenzial
moduliert die Platzenergien periodisch in Zeit und Raum geméaf
6i(t):iF+Asin(?—?), 1=0,...,N+1, (3.2)
wobei A die Amplitude der Modulation angibt [siche Abbildung 3.1(b)]. Fiir sehr
grofie Amplituden sind Teilchenspriinge iiber die Energiebarrieren (Wellenberge)
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L 1 2 T N1 N R

Abbildung 3.1: (a) Schematische Darstellung eines Kanals mit N Gitterplét-
zen, der im Teilchenaustausch mit zwei Reservoiren L und R steht. Neben Aus-
schlusswechselwirkungen zwischen den Teilchen treten repulsive Néachste-Nachbar-
Wechselwirkungen mit V' > 0 auf. (b) Veranschaulichung der Platzenergien ¢; ent-
lang des Kanals. Aufgrund eines statischen Kraftfeldes der Stiarke F' > 0 steigen die
periodengemittelten Platzenergien von L nach R linear an (gestrichelte blaue Linie).
Durch das zeitabhéngige (nach rechts laufende) Wellenpotenzial konnen Teilchen
gegen das Kraftfeld gepumpt werden. Die Uberlagerung beider Potenziale fithrt auf
die Gesamtenergielandschaft (durchgezogene rote Linie).

kaum moglich. Der Teilchentransport erfolgt dann nahezu deterministisch und erin-
nert an den Pumpmechanismus einer Archimedischen Schraube?®.

Fiir randnahe Spriinge zwischen den Pldatzen i = 1 und ¢ = 2 bzw. i = N — 1
und ¢ = N wird die Rate (3.1) mit nop = 0 und ny;1 = 0 verwendet. Somit wer-
den Wechselwirkungen zwischen Teilchen in den Reservoiren und im System aus-
geschlossen. Am linken Systemrand treten Teilchen mit der Rate I'™ = p,T'y; in
das System ein (falls der erste Platz frei ist) und verlassen dieses mit der Rate
revt = (1 — py)T'10. Die GroBen T'p; und T'y o sind durch die Gleichung (3.1) mit
n_y = 0 gegeben. Die Teilchenzufuhr und -entnahme am rechten Rand sind analog
durch T = ppl'y v und T = (1 — p )Ty v41 geregelt, wobei in den Ratenaus-
driicken ny,o = 0 gefordert wird. Der Teilchenaustausch zwischen den Reservoiren
und dem System entspricht dem EB-Kopplungsmechanismus. Hierbei werden die Re-
servoire als Fermi-Gase mit zeitunabhéingigen chemischen Potenzialen ,u£0) und ,LL](RO)
modelliert, die mit p,, und py iiber die Gleichung (2.22) verkniipft sind. Des Weiteren
erfiillen die Ein- und Austrittsraten die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts.

3Fiir das Antriebsprinzip in (3.2) sind thermische Fluktuationen demnach nicht erforderlich, um
das Funktionieren der Pumpe zu gewéhrleisten. Im Gegensatz dazu sind einige Brownsche
Motoren, wie z. B. die sogenannten ,flashing“-Ratschen [97,98], auf thermisches Rauschen an-
gewiesen. Dennoch gelten die an dem Pumpenmodell demonstrierten Konzepte auch fiir diese
Systeme.

52



3.2 Einfluss Néchster-Nachbar-Wechselwirkungen

Beispielsweise gilt fiir die Raten am linken Systemrand T /T = exple; (¢) — . (2)].
Die Reservoire versuchen somit zu jedem Zeitpunkt, entsprechend ihres gegenwér-
tigen (elektro)chemischen Potenzials p,(t) = 1 + en(t) baw. ug(t) = 1w + er(t),
das System ins Gleichgewicht zu bringen. Die Reservoire kénnen demnach stets als
equilibriert betrachtet werden (schnelle Relaxationsdynamik im Bad). Fiir den Fall
verschwindender externer Felder (F = 0 und A = 0) ergibt sich ferner I'" o p;, und
rout = [in exp(—,ug))) o (1 — p.). Am rechten Systemende verhalten sich T und
ot analog.

3.2.2 Dichten und Strome

Um grundlegende Einblicke in den Transportmechanismus Brownscher Pumpen zu
erhalten, wurden in der Vergangenheit sowohl einzelne Brownsche Teilchen unter-
sucht als auch Vielteilchenmodelle mit Hard-Core-Wechselwirkungen studiert. Un-
ter Einbeziehung zusétzlicher Teilchenwechselwirkungen wird ein analytischer Zu-
gang jedoch erschwert. Einax et al. demonstrierten an einem Zwei-Platz-Modell mit
Nachsten-Nachbar-Wechselwirkungen, dass die TDFT eine geeignete Methode dar-
stellt, um den Teilchentransport unter zeitlich periodischen Triebkraften zu unter-
suchen [86]. Inspiriert durch diese Studie wird das Pumpenmodell in Abschnitt 3.2.1
auf Grundlage der TDFT-dAquivalenten MCAK-Methode hinsichtlich der Dichten
und Strome im System beleuchtet.

Die entsprechenden MCAK-Ausdriicke der Strome wurden bereits in Kapitel 2
hergeleitet [Gleichungen (2.13), (2.20), (2.32) und (2.37)], wobei nun die zeitabhén-
gige Rate (3.1) in diese einflieBt. Erneut kann nun der gekoppelte Satz an kinetischen
Gleichungen p;(t) = Ji_1(t) — Jii41(t) (i = 1,..., N) numerisch integriert und im
Langzeit-Limes ausgewertet werden. Aufgrund der zeitlich periodischen Triebkraft
ist der stationére Zustand durch periodisch oszillierende Dichten und Stréme gekenn-
zeichnet, die nach der Zeitmittelung iiber eine Periode in konstante Werte iibergehen,

1 to+71
5= lim / dt pi(t), (3.32)

to—oo T to

_ _ 1 to+T7
J = Ji,i—i—l = lim —/ dt Jz"i+1(t) . (33b)

to—oo T to

Der periodengemittelte Strom ist dabei entlang des gesamten Kanals konstant.
Abbildung 3.2(a) zeigt das mit MCAK berechnete Zeitverhalten der Dichte p;(¢)

am Platz ¢ = 1 im stationdren Zustand (Linien) fiir die Reservoirdichten p, = 0,9

und py = 0,2 und verschiedene Wechselwirkungsstédrken V' = 0, 1 und 5. Die iibrigen
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Abbildung 3.2: Zeitverhalten (a) der Dichte p(t) fiir die Wechselwirkungsstérken
V' =0, 1 und 5 und (b) der Stréme Jy;(t) und Jy5(¢) fiir V' = 0. Die Analyse
wurde fiir den Parametersatz p, = 0,9, pr =02, A =4, 7 =2, A =2 N = 200
und F' = 0,5 durchgefiihrt. Verglichen werden MCAK-Resultate (Linien) mit KMC-
Daten (Symbole) iiber eine Periode im stationédren Regime. Die Darstellung wurde
so gewahlt, dass £ (t) zur Zeit t = 0 durch ein Minimum lauft. Wahrend der KMC-
Simulation fanden 5 - 10° Teilchenspriinge im stationiiren System statt.

Kontrollparameter in diesem Beispiel lauten F' = 0,5, A =2, 7 = 2 und A\ = 4. Die
stationdr-zyklischen Groéflen werden dabei iiber eine Periode verfolgt. Der Einfluss
der Nichsten-Nachbar-Wechselwirkungen macht sich in Abbildung 3.2(a) fur alle ¢
im stationdren Regime durch das Absenken der Dichtewerte mit zunehmenden V
bemerkbar. Das Zeitverhalten der Dichten lésst sich durch die zu- und abflieBenden
Teilchenstrome erkldren. In Abbildung 3.2(b) sind die Stréme Ji(t) und J;(¢) fur
den Fall V' = 0 aufgetragen. Der Strom J; (¢) wéachst im Bereich 1,2 < ¢ < 2 und
im Intervall 0 < t < 0,2 an, da die Platzenergie ¢, (t) innerhalb des Zeitfensters
1,5 <t < 2 steigt und gleichzeitig €1(¢) sinkt. Zudem ist J;(¢) in diesem Bereich
negativ, d. h. ein Nettoteilchenfluss von i = 2 zu ¢ = 1 findet statt. Bei ¢t ~ 0,1
kehrt J;(t) schlieBlich sein Vorzeichen um. Aus diesen Beobachtungen resultiert die
hochste Besetzungswahrscheinlichkeit des ersten Platzes bei t = 0,2. Durch analoge
Betrachtungen erschliefit sich auch der iibrige Dichteverlauf.
Die Qualitdt der MCAK-Approximation wurde durch vergleichende KMC-Simulati-

onen untersucht. Der KMC-Algorithmus wurde dafiir auf zeitabhingige Ubergangs-
raten erweitert [99-101]. Details zum Algorithmus sind in Anhang C aufgefiihrt. Um
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Abbildung 3.3: Mit MCAK berechnete Dichteprofile p; (Linien) des offenen Sys-
tems aus Abbildung 3.2 fiir verschiedene Wechselwirkungsstéirken V' = 0, 1 und 5
samt simulierten Daten (Symbole). Oszillationen des Profils fiir V' = 0 am rech-
ten Systemende sind vergroflert dargestellt. Das Inset zeigt das Zeitverhalten der
Dichten pigg(t) und pago(t) am rechten Systemende iiber eine Periode im stationdren
Regime. Der Zeitpunkt ¢ = 0 fallt in dieser Abbildung mit dem Minimum von e199(%)
zusaminen.

die Dichten p;(¢) und Strome J; ;41 (t) mit KMC-Simulationen zu erfassen, wurden
im stationdren Zustand fiir einen dichten Satz an Phasen ¢ € [0,27[ zum einen
die Besetzung n; = 1 und zum anderen die Konfigurationen {n; = 1,n;,; = 0}
und {n; = 0,n;,1; = 1} mit ¢; = ¢ gezdhlt und gewichtet, wobei die Raten zu
den entsprechenden Phasen in die Wichtung der Strome einflossen. Insgesamt ist
in Abbildung 3.2 eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den simulierten Daten
und den mit MCAK berechneten Kurven {iiber die gesamte Periode zu erkennen.
Erst fiir V = 5 treten sichtbare Abweichungen zwischen Theorie und numerischen
Experimenten auf.

Die stationéren Dichteprofile in Abbildung 3.3 resultieren aus der Mittelung aller
pi(t) im Kanal nach (3.3a). Der Einfluss der Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen
manifestiert sich in den Profilen deutlich durch sinkende Bulkdichten und einem
damit einhergehenden Anstieg des Stroms bei Erhéhung von V [ps = 0,26, J =
—0,02 fiir V. = 0 und pp = 0,18, J = 0,018 fiir V = 5 (KMC-Resultate?)].
Repulsive Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen koénnen somit zu einem (effiziente-

4Fiir eine moglichst praktikable Bestimmung von p; und J in KMC-Simulationen wurden der
Mittelwert von n;(t) und der Strom zwischen benachbarten Plitzen fiir jede Periode im statio-
naren Zustand erfasst und diese Grofien anschlieflend iiber eine hinreichend grofie Anzahl an
Perioden gemittelt.
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ren) Teilchentransport gegen das Kraftfeld fithren [102]. Auch die Dichteprofile zei-
gen erste nennenswerte Abweichungen zwischen MCAK- und KMC-Resultaten bei
V' = 5. Des Weiteren treten bei Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen und den EB-
Randankopplungen Oszillationen der periodengemittelten Dichten an den System-
rindern auf, wie sie schon in Kapitel 2 fiir Diffusionssysteme mit statischer Trieb-
kraft beobachtet wurden. Uberraschend ist das Auftauchen der Dichteoszillationen
fir V= 0 (siehe Vergroferung des rechten Randes in Abbildung 3.3). Das Phéno-
men lésst sich auf die modifizierte Sprungdynamik an den Réndern zuriickfiihren,
die durch die System-Reservoir-Kopplung festgelegt wird. Als Konsequenz erhilt
man modifizierte periodengemittelte Korrelationsfunktionen an den Réndern, die
dort eine effektive Wechselwirkung einpréagen. Die Zeitabhingigkeit der Dichten auf
den Plitzen 7 = 200 (Platz mit iiberhohter periodengemittelter Dichte) und ¢ = 199
(Platz mit erniedrigter periodengemittelter Dichte) ist im Inset von Abbildung 3.3
dargestellt.

3.3 Phaseniiberginge in Brownschen Pumpen

3.3.1 Strom-Dichte-Relation und Phasendiagramm

Die Untersuchung diffusiver Systeme mit Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen und
zeitlich konstanten Triebkraften in Kapitel 2 zeigte, dass deren Phasenverhalten
entscheidend von den Details der Randankopplungen abhéngt. Die Identifikation
und die Lage der Phasen im p-pg-parametrisierten Phasendiagramm erfordert des-
halb im Allgemeinen das systematische Durchlaufen aller p;-pr-Kombinationen und
das anschlieende Auswerten der resultierenden Dichteprofile hinsichtlich der sich
einstellenden Bulkdichte. Jedoch kann man unabhéngig von der konkreten System-
Reservoir-Kopplung einen kompletten Uberblick aller moglichen Phasen und Uber-
génge aus der Strom-Dichte-Relation im Bulk und den Prinzipien des extremalen
Stroms gewinnen.

Im Folgenden wird diese Strategie auf Systeme mit zeitabhéngigen externen Fel-
dern adaptiert. Den Ausgangspunkt stellt dabei jene Strom-Dichte-Relation dar,
die den periodengemittelten Strom .J in Abhingigkeit von der periodengemittelten
Dichte p im geschlossenen Ringsystem angibt. In diesem Fall ist die Dichte nach
der Zeitmittelung im stationdren Regime entlang des gesamten Systems homogen,
pi = p. Bemerkenswerterweise kénnen auch hier die Extremalstromprinzipien auf
die Strom-Dichte-Relation J(p) angewandt werden, um ein Phasendiagramm zu er-
zeugen. Und zwar verbindet, wie in Systemen mit zeitlich konstanten Feldern, eine
Kontinuititsgleichung die periodengemittelten Dichten und Strome miteinander und

wahrt die Quellenfreiheit des Stroms im stationédren Zustand. Anhand von KMC-
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3.3 Phaseniiberginge in Brownschen Pumpen

Simulationen des Bulksystems der Brownschen Pumpe aus Abschnitt 3.2.1 wird das
beschriebene Vorgehen umgesetzt®. Der Einfachheit halber werden im Weiteren nur
Hard-Core-Wechselwirkungen (V' = 0) beriicksichtigt. Die Anzahl der Gitterplatze
betriagt ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenléinge A, um das Gittersystem zu ei-
nem Ring schliefen und so periodische Randbedingungen gewihrleisten zu kénnen.
Die Rate fiir einen Teilchensprung von ¢ = N (i = 1) zum Platz i = 1 (i = N) ist
durch I'y y4+1 (1) in (3.1) gegeben.

Abbildung 3.4(a) zeigt die simulierte Strom-Dichte-Relation fiir ' = 0, 0,5 und
1 mit festen Parametern A = 4, 7 = 2 und A = 3 des Wellenpotenzials. Fiir jede
dieser drei Kurven ist eine Dichte py = po(F) bestimmbar, bei der J das Vorzeichen
dndert. Der Effekt der Stromumkehr ist sowohl in Vielteilchen- [64,66,67] als auch
in Einteilchenmodellen [60,92,103] Brownscher Motoren bekannt. Fiir p < py durch-
liuft J ein Maximum bei p = ppmax und fiir 5 > pg ein Minimum bei p = ppin. Die
Dichtewerte pg, pmax Und pmin nehmen mit wachsendem F' ab. Fiir den Fall F' = 0 ist
ein sinusformiger Verlauf von J(p) mit der Teilchen-Loch-symmetrischen Beziehung
J(p) = —J(1 — p) zu erkennen. Diese charakteristische Stromkurve lisst sich bei-
spielsweise durch stérungstheoretische Betrachtungen fiir kleine Wellenamplituden
A verstehen [66,67].

Die Anwendung der Extremalstromprinzipien auf die J(p)-Kurven in Abbil-
dung 3.4(a) bringt ein Phasendiagramm mit fiinf verschiedenen Gebieten hervor
[sieche Abbildung 3.4(b)]. Die Bulkdichte pg kann dabei die Werte p, (Phasen I
und V), pr (Phase III), ppax (Phase 1) oder ppi, (Phase IV) annehmen. Phasen-
iibergéinge erster Ordnung sind durch breite Linien und Ubergiinge zweiter Ordnung
durch diinne Linien gekennzeichnet. Diese verschieben sich bei Anderung von F. Das
Phasendiagramm in Abbildung 3.4(b) spiegelt das Verhalten offener Systeme wider,
die durch eine Erweiterung der in Kapitel 2 eingefithrten BA-Randankopplungen auf
zeitlich periodische Ein- und Austrittsraten, Teilchen mit den Reservoiren austau-
schen. Die Giiltigkeit des Phasendiagramms und damit auch der Stromprinzipien fiir
Systeme mit zeitlich periodischen Triebkréften werden im anschlieBenden Abschnitt

durch eine explizite Betrachtung offener Kanéle untermauert.

Um den Fokus auf die Diskussion der wesentlichen Befunde zu verlagern, wird in den fol-
genden Abschnitten auf einen Methodenvergleich zwischen MCAK-Rechnungen und KMC-
Simulationen verzichtet.
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Abbildung 3.4: (a) Periodengemittelter Strom J als Funktion der periodenge-
mittelten Dichte p im Bulk fiir drei verschiedene F-Werte und feste Parameter
A =4, 7=2und A = 3 des Wellenpotenzials. Die Daten wurden durch KMC-
Simulationen geschlossener Ringsysteme mit 100 Gitterpliatzen generiert. (b) Aus
den Extremalstromprinzipien abgeleitetes Phasendiagramm. Phaseniibergéinge ers-
ter Ordnung sind durch breite Linien gekennzeichnet und Uberginge zweiter Ord-
nung durch diinne Linien. Die Zuordnung der Linientypen bzw. der Farben zu den
F-Werten ist aus der Legende in (a) zu entnehmen. Das Kreuz markiert den Punkt
(pr, pr) = (0,1, 0,28) und wird im kommenden Abschnitt fiir die Demonstration
eines Phaseniibergangs in J verwendet. Die entsprechenden Dichten sind durch ver-

tikale Linien in (a) eingezeichnet.
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3.3 Phaseniiberginge in Brownschen Pumpen

3.3.2 Offene Systeme

Durch die speziellen BA-Kopplungen des Kanals an die Reservoire werden im sta-
tiondren Zustand monoton verlaufende Dichteprofile ohne Dichteoszillationen ga-
rantiert, die innerhalb der reservoirgepriagten Phasen die Bulkdichte pg = p, oder
ps = pr aufweisen [siche Phasen I, III und V in Abbildung 3.4(b)]. Die Prinzipien
des extremalen Stroms konnen hierbei benutzt werden, um die Phasen fiir gegebene
Kontrollparameter (p., pr, F, A, V, A und 7 im Modell aus Abschnitt 3.2.1) mit
Hilfe der Strom-Dichte-Relation .J(p) im Bulksystem vorherzusagen. Die Umsetzung
der BA-Kopplungen ist fiir zeitlich periodische Bulkraten, trotz des Abschaltens
der Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen (V' = 0), kompliziert und mit hoherem
Aufwand verbunden als fiir zeitlich konstante Sprungraten. Dennoch gilt fiir diese
Kopplung der gleiche Leitgedanke wie in Kapitel 2. Die Bulkdynamik wird in die
Reservoirbereiche fortgesetzt, sodass die Sprungraten in und aus den Reservoiren
mit den Dichten p; und py fiir jede Besetzung des Platzes i« = 1 oder i = N, den
jeweiligen Bulkraten in einem geschlossenen Ringsystem mit der Dichte p, oder py

entsprechen.

Die vier moglichen Félle fiir Teilchenspriinge in den Kanal und in die Reservoire
sind in Abbildung 3.5 illustriert. Die Teilchenreservoire sind dort als abstrakte Reser-
voirplédtze L und R dargestellt, die wie im Kanal frei oder durch ein Teilchen besetzt
sein kénnen. Die Raten I T Tt und T'9* fiir die in Abbildung 3.5 gezeigten
Situationen lauten

p(10, ¢1; pr)

I = P B expl(e1 — )2 (3.4a)
rpe = LOLAI) epie, — ) (3.4b)
rip — AP P gl (e — /2, (3.40)
gt = PR =TI ). (3.40)

p(1, or — 27/ X; pr)

Bis auf die Vorfaktoren stimmen diese Raten mit den Bulkraten aus (3.1) fir V=10
tiberein. Die Grofle p(af, pi; p) in (3.4) gibt die Wahrscheinlichkeit an, die Beset-
zungen n; = « und n;.; = [ im stationdren Zustand eines Bulksystems mit der
Dichte p zur Phase ¢; anzutreffen. Hierbei bezeichnet ¢; die Phase der Welle am
Gitterplatz i beziiglich eines beliebigen, aber festen Referenzzeitpunkts im statio-
niren Zustand. In gleicher Weise ist p(v, ¢;; p) die Wahrscheinlichkeit, dass n; in

einem stationdren Bulksystems mit der Dichte p zur Wellenphase ¢; den Wert ~
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3 Brownsche Pumpen

Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der Teilchenspriinge in das System und
in die Reservoire. (a) Teilchensprung von L zu ¢ = 1 mit der Eintrittsrate I'™.
(b) Teilchensprung von ¢ = 1 zu L mit der Austrittsrate ['°"*. Entsprechendes gilt
auch in (c¢) und (d) fiir Spriinge zwischen den Plétzen i = N und R am rechten
Systemende.

annimmt. Demzufolge gibt der Vorfaktor p(10, ¢.; p)/p(0, oL + 27/ A; pu) in (3.4a)
eine bedingte Wahrscheinlichkeit zu jener Zeit an, bei der die Phase der Welle am
Reservoirplatz L den Wert ¢, und am Platz ¢ = 1 den Wert ¢, + 27 /X annimmt [sie-
he Abbildung 3.5(a)]. Diese ist gleich der Wahrscheinlichkeit, einen besetzten Platz
i zur Phase p; = ¢ in einem Bulksystem vorzufinden, wenn der Nachbarplatz ¢ + 1
(zur Phase ;41 = ¢ + 2m/\) frei ist. Die bedingte Wahrscheinlichkeit in (3.4a)
gewahrleistet, dass zu jeder Zeit im stationdren Zustand, die Eintrittsrate von L zu
t = 1 der Rate fiir einen Teilchensprung von ¢ zu i+ 1 im stationdren Bulksystem mit
der Dichte p, entspricht. Analog dazu gibt p(01, ¢r — 27/ X; pr)/P(0, or — 27/ X; pr)
in (3.4c) [siche Abbildung 3.5(c)] die bedingte Wahrscheinlichkeit an, den Platz i+ 1
in einem Bulksystems mit der Dichte py (zur Phase ¢y) besetzt vorzufinden, falls
der Platz i (zur Phase ¢; = ¢r — 2m/\) unbesetzt ist. Gleiche Definitionen gelten
fiir die restlichen Fille in Abbildung 3.5.

Die Verbundwahrscheinlichkeiten in den Ausdriicken (3.4) kénnen durch KMC-
Simulationen zweier geschlossener Ringsysteme (System mit periodischen Randbe-
dingungen) mit den Dichten p, und py bestimmt werden. Um periodische Rand-
bedingungen einzustellen, betragt die Systemgrofie, wie schon in Abschnitt 3.3.1,
ein Vielfaches der Wellenlénge A und Spriinge von i = N (i = 1) zum freien Platz
i =1 (i = N) werden mit der Rate I'y y41 (I'19) durchgefithrt. Im stationédren Re-
gime werden dann die Wahrscheinlichkeiten p(a3, o;; p) fiir hinreichend viele Phasen
¢ € [0, 27 bestimmt, in dem man fiir alle Plitze ¢ mit ¢; = ¢ und deren Nachbar-
plédtze i 4+ 1 mit ¢; + 27/ die Konfiguration {n; = o, n;y1 = B} erfasst und wichtet.

60



3.3 Phaseniiberginge in Brownschen Pumpen

0,16

012 +

0,08

<

0,04 +

0 40 80,120 160 200
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
F

-0,04

Abbildung 3.6: Periodengemittelter Strom .J als Funktion von F fiir die Reservoir-
dichten p;, = 0,1 und py = 0,28 und ansonsten gleiche Parameter des Wellenpoten-
zials wie in Abbildung 3.4. Der Strom wurde zum einen durch KMC-Simulationen
geschlossener Ringsysteme (offene Kreise) und zum anderen durch Simulationen of-
fener Kanile mit BA-Randankopplungen und F' = 0,2, 0,4, 0,6 und 0,8 (gefiillte
farbige Symbole) bestimmt. Die periodengemittelten Dichteprofile fiir diese F-Werte
sind im Inset gezeigt.

Mit den eingefithrten Ein- und Austrittsraten und den Parametern A\ = 4, 7 = 2
und A = 3 des Wellenpotenzials wird nun das Verhalten eines offenen Kanals mit
festen Reservoirdichten p, = 0,1 und pr = 0,28 diskutiert. Der Punkt (p., pr) =
(0,1, 0,28) ist durch ein Kreuz in der Abbildung 3.4(b) gekennzeichnet. Fir F' = 0
liegt dieser Punkt in der Phase I (ps = 0,1) und befindet sich fiir /' = 1 in der
Phase III (py = 0,28). Der Phaseniibergang erster Ordnung tritt bei F' = F, mit
F, = 0,5 auf. In Abbildung 3.6 ist J als Funktion von F geplottet. Die Stromkurve
wurde aus KMC-Simulationen geschlossener Ringsysteme mit der Dichte p = 0,1 fiir
F < F, und der Dichte p = 0,28 fiir F' > F, gewonnen. Deutlich ist der Einfluss
des Phaseniibergangs auf J zu erkennen. Der Strom fillt niherungsweise linear ab,
wobei zwei unterschiedliche Steigungen 9.J/OF vor und hinter dem Ubergangspunkt
bei F' = F, ausgemacht werden konnen. Dies ldsst sich dadurch erklaren, dass der
Strom im Ringsystem bei der Dichte p = 0,1 eine weniger starke F-Abhéngigkeit
aufweist als bei p = 0,28 [siehe vertikale Linien in Abbildung 3.4(a)].

Ein Phaseniibergang erster Ordnung duflert sich durch einen Sprung in der Bulk-
dichte. Das Inset in Abbildung 3.6 zeigt die Dichteprofile aus KMC-Simulationen
offener Systeme mit den Raten (3.4) fiir BA-Kopplungen und den Werten F' = 0,2,
0,4 und F = 0,6, 0,8 vor bzw. hinter dem Ubergang. Fiir ' < F, stellt sich die
Bulkdichte py = 0,1 ein und fiir F' > F; die Bulkdichte py = 0,28. Fiir F' = F, beob-
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Abbildung 3.7: Strom J aus KMC-Simulationen in Abhingigkeit von F fiir EB-
System-Reservoir-Kopplungen mit Reservoirdichten p, = 0,1 und py = 0,28 und den
Potenzialparametern A = 4, 7 = 2 und A = 2. Das Inset zeigt die periodengemit-
telten Dichteprofile fiir /' = —0,1 und 0 vor dem Phaseniibergang (F' < F, = 0,09,
ps = 0,096) und fir F' = 0,2 und 0,3 dahinter (F' > F,, ps = 0,34). Fir F' = 0,3
wurden die Dichteoszillationen am rechten Rand vergrofiert herausgestellt.

achtet man eine Koexistenz beider Phasen, d. h. eine Schockfront mit fluktuierender
Position bildet sich aus, wie man sie von Diffusionssystemen mit zeitlich konstanten
Triebkriften kennt [24-26]. Diese Resultate stehen im Einklang mit dem Prinzip des
minimalen Stroms. Die Strome zu den vier F-Werten sind durch ausgefiillte Symbo-
le in der J(F)-Kurve gekennzeichnet. Die Ubereinstimmung des Stroms fiir offene
und geschlossene Kanéle bestitigt die Giiltigkeit der Extremalstromprinzipien fiir
zeitlich periodische Triebkréfte.

Weiter ist zu iiberlegen, ob Phaseniibergénge im Strom und in der Dichte auch fiir
andere Randankopplungen auftauchen. Um dem nachzugehen, wird das urspriing-
liche Modell aus Abschnitt 3.2.1 mit EB-Randankopplungen betrachtet. Die Re-
servoirdichten werden abermals auf p, = 0,1 und py = 0,28 eingestellt und die
Parameter A = 4, 7 = 2, V = 0 und A = 2 verwendet®. Abbildung 3.7 gibt den
simulierten Strom .J als Funktion von F fiir das gewihlte Beispiel wieder. Tatséch-
lich ist ein Phaseniibergang bei F, = 0,09 zu beobachten, wobei die Bulkdichte pg
fir FF < F, den Wert 0,096 annimmt und fir F' > F, den Wert 0,34 besitzt (siche
Inset in Abbildung 3.7). Wie schon in Abschnitt 3.2.2 erldutert wurde, kénnen auch
fir V' = 0 Oszillationen an den Réndern auftreten (siehe Vergroflerung des rechten
Profilbereichs fiir ' = 0,3 in Abbildung 3.7).

6In dem Beispiel wurde A = 2 gewihlt, um den Phaseniibergang im positiven F-Bereich zu
finden. Somit wird weiterhin eine Pumpe betrachtet, die wihrend des Phaseniibergangs gegen
ein statisches Potenzial mit F' > 0 arbeitet. Fiir A = 3 liegt der Phaseniibergang bei F' = —0,09.
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3.3 Phaseniiberginge in Brownschen Pumpen

Es ist kein Zufall, dass sich in der Brownschen Pumpe mit EB-Randankopplungen
ebenfalls Phaseniibergénge ausbilden. Geméafl der Diskussion zu effektiven Randdich-
ten in Abschnitt 2.4.2 geben die Extremalstromprinzipien einen Uberblick aller mog-
lichen Phasentypen, die ungeachtet der konkreten System-Reservoir-Kopplungen
auftreten konnen. Die Pumpe kann demnach prinzipiell in Phasen minimalen und
maximalen Stroms operieren sowie in Phasen, die durch die Reservoirdichten p; und
pr kontrolliert werden. Welche Phasen im p, -pr-parametrisierten Phasendiagramm
erscheinen, hiangt jedoch von den gewéahlten Randankopplungen ab.

In dieser Arbeit wurden die Phaseniibergangslinien durch die systematische An-
derung von F' verschoben und damit Phaseniiberginge in J und p, induziert. Das
Verschieben der Ubergangslinien kann in gleicher Weise durch die anderen Para-
meter der Pumpe bewirkt werden. Die gefundenen Phaseniibergéinge und ihre Aus-
wirkungen auf die Dichten und Stréme spielen vor allem fiir die Optimierung und
den Wirkungsgrad der Brownschen Pumpe eine grofie Rolle. Die Phasen minima-
len und maximalen Stroms [Phasen IT und IV in Abbildung 3.4(b)] haben dabei
eine besondere Relevanz fiir die Stabilitit der Pumpe gegeniiber Anderungen der
Reservoirdichten, denn in diesen Regionen sind p, und J unabhingig von p, und
Pr-

Andere Brownsche Motoren wie die ,flashing®- [97,98] und ,rocking“-Ratschen
[91,104] sollten ebenso Phaseniibergénge aufweisen, wenn sie Teilchen zwischen zwei
Reservoiren transportieren und Hard-Core-Wechselwirkungen zwischen diesen be-
riicksichtigen. Dies ldsst sich folgendermaflen erkldren. Nach der Zeitmittelung der
Dichten und Strome verbleibt eine effektive Triebkraft fiir den Transport der Teilchen
und gleichzeitig gilt eine lokale Teilchenzahlerhaltung wie in ASEP-Systemen mit
zeitlich konstanten Triebkraften. Dies bedeutet also, dass Phaseniibergéinge generell
zu erwarten sind, wenn Teilchen in einem offenen System durch einen periodischen
Prozess, entsprechend eines Brownschen Motors, transportiert und Ausschlusswech-

selwirkungen zwischen den Teilchen einbezogen werden.
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4 Transport in organischen Solarzellen

Auf den folgenden Seiten werden organische Solarzellen mit Heteroiibergang im Rah-
men eines minimalen Gittergasmodells untersucht. Der Fokus liegt hierbei auf der
Beschreibung der Elementarprozesse an der Donator-Akzeptor (D-A)-Grenzfléche.
Die Zeitentwicklung der resultierenden sechs Mikrozustéinde wird mit Hilfe der un-
terliegenden Master-Gleichung beschrieben, deren stationédre Losung Einblicke in
das Strom- und Leistungsverhalten des photovoltaischen Systems gibt. In diesem
Zusammenhang wird sowohl die Spannungsabhéngigkeit als auch der Einfluss von
Verlustkanélen studiert. Durch die Berechnung des photovoltaischen und thermody-
namischen Wirkungsgrads ist es moglich, die Effizienz des Systems zu diskutieren

und eine Leitlinie fiir dessen Optimierung zu geben.

Dieses Kapitel basiert auf folgenden Publikationen:

M. Einax, M. Dierl, and A. Nitzan, Heterojunction organic photovoltaic cells as mo-

lecular heat engines: A simple model for the performance analysis. J. Phys. Chem. C
115, 21396-21401 (2011).

M. Einax, M. Dierl, P. R. Schiff, and A. Nitzan, Multiple state representation scheme
for organic bulk heterojunction solar cells: A novel analysis perspective. Europhys.
Lett. 104, 40002 (2013).

4.1 Organische Solarzellen - ein Abriss?

Solare Strahlung zéhlt zu einer der wichtigsten erneuerbaren Energiequellen, die
mittels Solarzellen direkt in elektrische Energie umgesetzt werden kann. Anhand
von Aufbau, Materialien und Wirtschaftlichkeit hat sich in der Photovoltaik eine
Einteilung der Solarzellen in drei Klassen (auch Generationen genannt) etabliert.
Zu Solarzellen der ersten Generation gehoren traditionelle Bauformen aus grofiten-
teils kristallinem Silizium mit einem Wirkungsgrad bis zu 20 %. Jedoch sind die-
se mit einem hohen Materialverbrauch (Schichtdicken um 300 pgm) verbunden und

durch die Verwendung hochwertiger Materialien teuer in der Herstellung. Solarzel-

'Eine detaillierte Ubersicht zu organischen Solarzellen beziiglich Bauformen, Materialien und
elementarer Prozesse der Energieumwandlung geben die Referenzen [12-14,105-107].
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4 Transport in organischen Solarzellen

len der zweiten Generation, die Diinnschichtsolarzellen mit Schichtdicken teilweise
unter 1 pum, weisen deutlich geringere Produktionskosten auf, aber auch geringere
Wirkungsgrade. Hierbei werden amorphes Silizium und andere Halbleitermateria-
lien wie Galium-Arsenid (GaAs) oder Gadmium-Tellurid (GdTe) verarbeitet. Zu-
kunftsweisende Solarzellen sind durch die dritte Generation gegeben, wo mit un-
terschiedlichen Konzepten, Methoden und Materialien experimentiert wird, um die
solare Wirtschaftlichkeit weiter zu verbessern. Eine der vielversprechendsten Ver-
treter dieser Klasse sind die organischen Solarzellen. Diese iiberzeugen durch sehr
geringe Produktionskosten (z. B. durch Druckverfahren) und kurzer energetischer
Amortisationszeit. Des Weiteren sind sie sehr leicht und flexibel, und lassen sich
somit auf unterschiedliche Weise in den Alltag integrieren.

Die ersten organischen Solarzellen, sogenannte Monoschichtzellen, bestanden aus
einer photoaktiven Schicht eines einzelnen organischen Materials, die sich zwischen
zwei Metallelektroden mit unterschiedlichen Austrittsarbeiten befand. Die Energie-
ausbeute bei diesen Zellen war sehr gering und lag weit unter 1% [108]. In Anleh-
nung an den p-n-Ubergang in anorganischen Zellen beschrieb Tang in seiner Ar-
beit eine Zweischichtstruktur aus einem organischen Donator- und Akzeptormateri-
al [68]. Durch Tangs Konzept des Heteroiibergangs waren Wirkungsgrade von 1%
moglich. Um diese Effizienzerhohung zu verstehen, muss man auf mikroskopischer
Ebene die elementaren Prozesse in der organischen Solarzelle nachvollziehen. Durch
Absorption eines Photons mit geniigend hoher Energie kann ein Elektron aus dem
hochsten besetzten Molekiilorbital (HOMO) in das niedrigste unbesetzte Molekiilor-
bital (LUMO) angehoben werden, sodass ein gebundenes Elektron-Loch-Paar, das
sogenannte Frenkel-Exziton, entsteht. Dieses wird vorwiegend in der Donatorphase
(lochleitendes Material aus zumeist konjugierten Polymeren) generiert.

Im Gegensatz zu den schwach gebundenen Mott-Wannier-Exzitonen in anorga-
nischen Materialien sind diese Elektron-Loch-Paare aufgrund geringer Dielektri-
zitétskonstanten in organischen Substanzen stark gebunden (z. B. ~ 0,4eV bei
Poly(p-phenylenvinylen), PPV [109, 110]). Die thermische Energie bei Raumtem-
peratur reicht hier nicht aus, das Exziton zu trennen. Tang erkannte, dass man
dennoch freie Ladungstriager effektiv erzeugen kann, wenn eine zweite elektronen-
leitende Schicht, die Akzeptorphase, in den Aufbau der Solarzelle integriert wird.
Das meist aus Fullerenen bestehende Akzeptormaterial weist in Solarzellen niedri-
gere HOMO- und LUMO-Energieniveaus auf als der Donator. Der Ubergang des
Elektrons eines Exzitons in der Donatorphase zum LUMO des Akzeptors (oder des
Lochs eines Exzitons in der Akzeptorphase zum HOMO des Donators) ist damit
energetisch bevorzugt. Dieser Ladungstransfer lauft auf ultrakurzen Zeitskalen un-
terhalb einer Pikosekunde ab [111-113] und ist mehrere Grofienordnungen schneller

als konkurrierende Zerfallsprozesse des Exzitons [106].
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Abbildung 4.1: Elementarprozesse in einer Solarzelle mit Bulk-Heteroiibergang.
Durch die Absorption von Photonen entstehen Exzitonen, die durch Diffusion zur
D-A-Grenzfliche gelangen. Dort werden diese getrennt und die freien Ladungstréiger
anschlielend zu den Elektroden transportiert.

Da die Diffusionsléngen der Exzitonen sehr klein sind (in organischen Halblei-
tern um 10nm [114]), erreichen nur wenige die D-A-Grenzschicht. In Tangs dama-
liger Zelle waren die Verluste diesbeziiglich groff. Durch das wegweisende Konzept
des Bulk-Heteroiibergangs (Vermischung der Donator- und Akzeptorschichten zu
einem Geflecht beider Phasen, siehe Abbildung 4.1) konnte die D-A-Grenzfléche
und somit die Effizienz weiter gesteigert werden [69, 70,105, 115]. Die Struktur des
D-A-Netzwerks muss dabei zum einen eine grofle D-A-Grenzfliche gewéhrleisten
und zum anderen Perkolationspfade aus Donator- und Akzeptormaterialien aufwei-
sen, die den Transport der getrennten Locher und Elektronen iiber die Donator- bzw.
Akzeptorphase zu den Elektroden erméglicht. In Folge der strukturellen Unordnung
in den organischen Schichten findet ein thermisch aktivierter Hopping-Transport
der Ladungstriger von Molekiil zu Molekiil bzw. zwischen lokalisierten Energiezu-
stdnden statt [116]. Die dafiir nétige Triebkraft ergibt sich aus der Differenz der
Austrittsarbeiten beider Elektroden [117].

Doch nicht aus allen generierten Exzitonen lassen sich freie Ladungstriger gewin-
nen, die schlielich die Elektroden erreichen. Neben der Relaxation des angeregten
Elektrons zuriick in das HOMO-Niveau sind vor allem Ladungstragerrekombinatio-
nen an der D-A-Grenzfliche bedeutende Verlustprozesse. Eine wichtige Rolle spielen
solche, bei denen das Elektron und das Loch direkt nach der Dissoziation des Exzi-
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4 Transport in organischen Solarzellen

tons wieder strahlungslos rekombinieren (geminale Rekombination) [70,118]. Durch
das Konzept des Bulk-Heteroiibergangs vergrofiert sich nicht nur die photoaktive
Schicht, sondern auch die Wahrscheinlichkeit, dass freie Ladungstrager wéihrend des
Transports zu den Elektroden erneut auf die D-A-Grenzfldche treffen und dort mit-
einander rekombinieren (nichtgeminale Rekombination) [70,119]. Diese zwei strah-
lungslosen Rekombinationsmechanismen kénnen die Effizienz organischer Solarzellen
stark beeinflussen [34, 120-123].

In theoretischen Studien zu organischen Solarzellen wurde gezeigt, dass die Ele-
mentarprozesse zur Energieumwandlung erfolgreich in einfache Gittergasmodelle in-
tegriert werden kénnen. Nelson et al. gelang es durch ein Zwei-Niveau-System effizi-
enzlimitierende Faktoren photovoltaischer Zellen zu studieren [34]. In [35] hingegen
wurden Morphologieeffekte in organischen Solarzellen anhand eines Gittergasmo-
dells und der unterliegenden Master-Gleichung numerisch untersucht. Dadurch in-
spiriert wird im darauffolgenden Abschnitt ein Minimalmodell vorgestellt, das die
Elementarprozesse an der D-A-Grenzfliche im Rahmen von sechs Mikrozustdnden
eines Gittergassystems beschreibt. Mit Hilfe des Modells konnen Strom- und Leis-
tungscharakteristika sowie Effizienzen und deren Verlustabhingigkeiten analysiert

werden.

4.2 Sechs-Zustande-Modell

Das Sechs-Zustédnde-Modell [124,125] basiert auf einem eindimensionalen Gittergas
mit zwei Pliatzen D und A (siehe Abbildung 4.2). Die Donatorphase wird durch den
Gitterplatz D und die Akzeptorphase durch A reprisentiert. Sowohl D als auch A
sind durch ihre HOMO- und LUMO-Energieniveaus ¢, und e, bzw. €,, und &,,
charakterisiert. Damit lasst sich die Donatorbandliicke AE, = &, — &5, und die
LUMO-LUMO-Energiedifferenz Ae = ¢, — &, zwischen dem Donator und dem Ak-
zeptor einfithren. Die Mikrozusténde des Systems werden durch die Besetzungszah-
len {np,, iy, nay, sy} beschrieben, wobei beispielsweise ein freier (mit einem Elektron
besetzter) HOMO-Zustand des Donators mit n,, = 0 (n, = 1) angegeben wird.
Des Weiteren sollen die Besetzungszahlen die Bedingungen npinp, = 0 und
na1 = 1 erfiillen. Die erste Forderung beriicksichtigt, dass der Donator entweder
im Grundzustand {npi, np2} = {1,0}, im angeregten Zustand {npi,np2} = {0, 1},
oder unbesetzt {npi,np2} = {0,0} (positiv ionisierter Zustand) vorliegt, allerdings
Doppelbesetzung des Donatorplatzes ausgeschlossen wird. Der angeregte Donatorzu-
stand beschreibt ein Exziton, das durch Anhebung eines Elektrons aus dem HOMO-
in das LUMO-Energieniveau erzeugt wird. Der zweiten Bedingung liegt die Annah-

me zugrunde, dass der Akzeptor entweder im Grundzustand {nai,na2} = {1,0}
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Abbildung 4.2: Sechs-Zustédnde-Modell einer organischen Solarzelle mit Hetero-
iibergang. Das System besteht aus einem Donator- und einem Akzeptorplatz D und
A, die jeweils durch ihre HOMO- und LUMO-Energielagen charakterisiert sind. Die
Solarzelle wird von zwei Elektroden L und R kontaktiert.

oder im negativ geladenen Zustand {na;,nao} = {1,1} anzutreffen ist. Demnach
kann das System sechs Mikrozustdnde annehmen. Diese werden von 0 bis 5 geméafl
Abbildung 4.3 nummeriert.

Zwischen zwei Elektronen auf dem Akzeptor wirkt die Coulomb-Abstoflung mit
Ve > 0. Zum anderen muss die Energie V, > 0 aufgebracht werden, um die attraktive
Coulomb-Wechselwirkung zwischen einem Elektron auf D2 und einem Loch auf D1
zu iberwinden. Die Summe Vi + V! kann somit als Bindungsenergie des Exzitons
betrachtet werden. Es ist zweckméfig, an dieser Stelle die Grofle £,, einzufiihren, die
definiert ist durch &,, = €., + V5.

Die Solarzelle wird von zwei Elektroden (Elektronenreservoire) L und R kon-
taktiert, die als ideale Fermi-Béder mit (elektro)chemischen Potenzialen p; und
pr = p. + Ule| modelliert werden, wobei U die angelegte Spannung und e die Ele-
mentarladung bezeichnen. Wie in Abbildung 4.2 illustriert, tauschen Donator und
Akzeptor iiber die Energieniveaus D1 und A2 Elektronen mit den beiden Metallelek-
troden aus. Direkte Wechselwirkungen zwischen Elektronen im molekularen System
und in den Reservoiren werden nicht beriicksichtigt.

Das Gittergas liefert somit ein minimales Modell einer organischen Solarzelle mit
Heteroiibergang, das trotz weniger Mikrozustédnde elementare Prozesse wie den Elek-

tronentransfer zwischen Donator und Akzeptor, Elektron-Loch-Rekombinationen,
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Abbildung 4.3: Illustration der sechs moglichen Mikrozustinde £ = 0,...,5
des Systems. Diese sind durch die Besetzungszahlen {npi,nps2,na1,naz} gegeben:
{0,0,1,0} (k = 0), {1,0,1,0} (k = 1), {0,1,1,0} (k = 2), {0,0,1,1} (k = 3),
{1,0,1,1} (k =4) und {0,1,1,1} (k = 5).

Anregungs- und Relaxationsprozesse sowie den Elektronenaustausch zwischen Elek-
troden und organischem System beinhaltet. Die Ubergangsraten zwischen den Mi-

krozustédnden leiten sich daher aus den folgenden Vorgédngen in der Solarzelle ab:

(i) Elektronenaustausch zwischen D1 und der linken Elektrode und zwischen A2
und der rechten Elektrode. In die Ubergangsraten fiir die Molekiil-Elektroden-
Kopplung flieBen die molekularen Energien e, bzw. ¢,,, die (elektro)chemischen
Potenziale der Elektroden und die Umgebungstemperatur 7" der Solarzelle ein.

(ii) Elektronentransfer zwischen Donator und Akzeptor. Diese Uberginge werden
mafgeblich von den LUMO-Energien ¢, und ¢,,, der Exzitonbindungsenergie

und der Temperatur 7" bestimmt.

(#4i) Anregung von Elektronen durch Photonen der Energie AFE}, auf das Niveau D2
und deren Relaxation. Die Photonenquelle (Sonne) besitzt die Temperatur 7.

(iv) Strahlungslose Ubergiinge der Elektronen zwischen D1 und D2. Wie in (4ii) ist
die Energie AFE, fiir die Anregung notig. Jedoch wird fiir diese thermischen

Anregungs- und Relaxationsprozesse die Temperatur 7" einbezogen.

(v) Nichtstrahlende (geminale und nichtgeminale) Rekombinationen der Elektro-
nen und Locher an der D-A-Grenzfliache. Diese werden gemeinsam durch eine
effektive Rate erfasst?.

2Dies ist eine simplifizierte Beschreibung der geminalen und nichtgeminalen Rekombinationski-
netik, da beide Verlustprozesse verschieden von den Ladungstrégerdichten abhéngen.
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4.2 Sechs-Zustande-Modell

Die Ubergangsraten I'yy = I'(k — k') aus dem Mikrozustand & in die Konfiguration

k' lauten explizit

Loy = Taa =T = v f(a), (4.1a)
Pip=Tp=T"=uy[1- f(x)], (4.1b)
Tz =y = oy =T = v f(7s) (4.1c)
Lo =Ty =T =T = v [1 — f(y)] (4.1d)
[ =Ty =T 4+ T = veng(2s) + Vel (Tnr) (4.1e)
[y =15 = Fgelax + TP — (1 + ng(2s)] + Ve [1 + N (200)] (4.1f)
I3 =T00" = voaf(Tpa), (4.1g)
Pos =T0 = vpa [1 — fapa)] (4.1h)
s =150, (4.1i)

mit f(xx) = 1/[exp(zk) + 1], K = L, R, DA. Die zugehorigen skalierten Energien
sind x;, = (ep1 — p)/ksT, xx = (a2 — pn)/ksT und xp, = (epy — Ean — V) /ksT.
Die Vorfaktoren v in den einzelnen Raten bezeichnen die jeweiligen Versuchsfre-
quenzen. Die Ubergangsraten zwischen den HOMO- und LUMO-Energieniveaus
des Donators sind durch die Bose-Einstein-Verteilungen ns = 1/[exp(zs) — 1] und
N = 1/[exp(ay,) — 1] mit g = AFEL/ksTs und x,, = AEL/kyT gegeben [126].
Elektronen aus den Metallelektroden treten mit den Raten '™ = I'y; = I's; und
'™ = Ty3 = I'yy = [ys in das molekulare System ein und verlassen dieses mit
revt = Typ = yg und T9" = T3y = I'y; = T'sy. Die Rate fiir den Ladungstrans-
fer von D2 zu A2 ist durch I'Y, = I'y3 definiert und entsprechende Riickspriin-
ge werden durch I'BS" = I'sy gesteuert. Elektronen werden thermisch oder durch
Lichtabsorption vom HOMO ins LUMO des Donators mit den Raten I'j;¢ und I'g*
angeregt und relaxieren in den Ausgangszustand mit I und I sodass gilt
[rexeqrexe =, = [ys und Tielex 4 Trelax = Ty = [y, Strahlungslose Elektron-Loch-
Rekombinationen an der D-A-Grenzflache finden mit der Rate I'l;y = I's; statt. Bei
den Elektroneniibergidngen zwischen den Elektroden und dem System und zwischen
dem Donator und dem Akzeptor werden Reorganisations- und Polarisationseffekte,
die durch die Anderung der Ladungsverteilung im Donator- und Akzeptormaterial

verbunden sind, vernachlissigt 3.

3In [125] werden diese Phiinomene durch die Verwendung von Ubergangsraten nach Marcus be-
riicksichtigt.
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4 Transport in organischen Solarzellen

Mit den Raten (4.1) und der Einfithrung der Wahrscheinlichkeit Py (), dass sich
das System zur Zeit ¢ im Mikrozustand k befindet, ldsst sich die Master-Gleichung
fiir die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeiten der Mikrozustinde £ = 0,...,5
wie folgt schreiben,

P()(lf) = Fl()Pl (t) —+ Fgopg(t) — (F()l + Fog)Po(t) s (42&)

Pl(t) =01 Po(t) + Ty Pu(t) + Tor Po(t) + I's1 Ps(t) — (I'1o + [ + Ti2) Pi(2)

(4.2)
Py(t) = TPy (t) + Do Ps(t) + Tsa Ps(t) — (Do + Tas + Dog) Po(t) | (4.2¢)
Py(t) = TosPo(t) + TosPo(t) + TusPy(t) — (Tyo + Tz + Taa + T3 ) P3(t) . (4.2d)
P4<t) = F34P3(t) + F14P1 (t) + F54P5(t) — (F43 + F41 + F45)P4(t) y (426)

wobei aus der Normierung folgt

Pi(t)=1-)Y Pt). (4.3)

Die Master-Gleichung (4.2) ist als Bilanzgleichung der Wahrscheinlichkeiten Py (%) zu
verstehen. Die entsprechenden Gewinn- und Verlustterme werden besonders deut-
lich bei der Darstellung der Master-Gleichung als Graph in Abbildung 4.4 [127].
Dabei stellen die Knoten die einzelnen Mikrozustinde mit ihren Wahrscheinlichkei-
ten dar und die gerichteten Kanten (Pfeile), die zwei Knoten miteinander verbin-
den, repriisentieren die Ubergéinge zwischen den jeweiligen Zusténden. Die auftreten-
den Elektronenstrome im System konnen mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten Py (¢)
(k=0,...,5) ausgedriickt werden,

Ju(t) = T [Py(t) 4+ Ps(t)] — TO™ [Py (t) 4+ Py(t)] , (4.4a)
Jr(t) =T [Ps(t) + Py(t) + Ps(t)] — T [Py(t) + Pi(t) + Pa(t)] (4.4b)
Js(t) = T [Pi(t) + Pu(t)] — T [Py(t) + Ps(t)] , (4.4c)
Jur(t) = T [Py(t) + Py(t)] — T2 [Py(t) + Ps(t)] , (4.4d)
Joa(t) =T Pa(t) — IO Ps (1) (4.4¢)
JEC(t) = T Py(t) . (4.4f)

Der mittlere Nettostrom der Elektronen aus dem Reservoir L in das System zu
D1 (von A2 zu R) wird mit J, (Jg) bezeichnet, Js und J,, sind die Stréme vom
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4.3 Resultate

Abbildung 4.4: Visualisierung der Master-Gleichung als Netzwerk. Der Graph
besteht aus sechs Knoten, die die Wahrscheinlichkeit P, représentieren, das System
im Zustand k (k = 0,...,5) zu finden. Zwei adjazente Knoten mit P, und Py
sind durch Pfeile miteinander verbunden (Kanten), die die Ubergéinge mit der Rate
Ik = ['(k — k') von einem Zustand k zu k" anzeigen.

HOMO zum LUMO in der Donatorphase und JS; beschreibt den Ladungstrans-
fer von D2 zu A2. Der Verluststrom an der D-A-Grenzfldche durch Elektron-Loch-
Rekombinationen wird mit J55¢ benannt. Die Stromgleichungen (4.4) kénnen mit
Hilfe von Abbildung 4.3 und dem Netzwerk aus Abbildung 4.4 (schwarze und rote
Pfeile markieren Teilstrome von L zu R bzw. von R zu L) leicht nachvollzogen wer-
den. Nach Kirchhoff ist in einem Knotenpunkt die Summe aller zuflieBenden Stréme
und die Summe aller abflieBenden Strome im stationdren Fall gleich (Quellenfreiheit
des Stroms) [128]. Beispielsweise kann man fiir den Zustand k& = 0 aus Abbildung 4.4
ablesen 0 = I'yg Py (t) + ['s0Ps(t) — (o1 + Tog) Po(t). Die stationdre Master-Gleichung
folgt dann aus der Strombilanz aller sechs Zusténde. Fiir die Nettostrome (4.4) ergibt
sich im stationéren Fall J, = Jy = Jg + Jp — JEE = JST — JE8 = .

DA —

4.3 Resultate

4.3.1 Strom-Spannungs-Charakteristik und Leistung

Die Aufnahme einer Strom-Spannungs-Kennlinie und der zugehorigen Leistungskur-
ve erlaubt das Ablesen wichtiger Kenngrofien photovoltaischer Zellen, wie des Kurz-
schlussstroms J,. = J(U = 0), der Leerlaufspannung U,. mit J(U,.) = 0 und des
sogenannten ,maximum power point“ (MPP), bei dem die Solarzelle mit maximaler

Leistung operiert.
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4 Transport in organischen Solarzellen

Anhand des folgenden Beispielparametersatzes werden Strom- und Leistungscha-
rakteristika im Rahmen des Sechs-Zustdnde-Modells studiert: p;, = 0, pug = p+|e|U,
em = —0,1eV, ep, = 14eV, g, = 0,9¢eV, Vo = 0,25¢eV und V) = 0,15eV. Aus die-
ser Energetik folgt fiir die Energieliicke des Donators AE, = 1,5eV (entspricht der
Energieliicke eines ,low-band-gap“-Polymers [129]) und fiir die Coulomb-Energien
Ve + VL =0,4eV [110,130]. Des Weiteren soll die Umgebungstemperatur 7" der So-
larzelle mit 300 K und die Temperatur 75 der Sonne mit 6000 K angenommen werden.
Die Versuchsfrequenzen in den Raten (4.1) betragen v, = vy = vg = 0,01y, mit
vpa = 102571, Damit wird ein schneller Elektronentransfer vom Donator zum Ak-
zeptor gewéhrleistet, der auf der Pikosekunden-Zeitskala erfolgt. Um die Spannung
U zu steuern, wird hier das (elektro)chemische Potenzial uy der rechten Elektrode
variiert.

Abbildung 4.5(a) zeigt Strom-Spannungs-Kennlinien fiir den gegebenen Parame-
tersatz als stationire Losung der Master-Gleichung mit Py(t) = 0 (k = 0,...,5).
Dazu wurde diese fiir einen dichten Satz an U-Werten zwischen 0 und 1,4V geldst
und die erhaltenen Wahrscheinlichkeiten in die Stromgleichungen (4.4) eingesetzt.

1

Dieses Verfahren wurde fiir v,, = 0 und 10'°s~! sowie fiir verschiedene Ratenver-

héltnisse r = I'e¢ /IS umgesetzt. Letztere Grofle vergleicht die Verlustrate durch
Rekombinationen an der D-A-Grenzfliche mit der Elektronentransferrate an der
selbigen.

Fiir alle gewéhlten Werte von vy, und k bildet der Strom iiber einen weiten Span-
nungsbereich ein Plateau entsprechend des Kurzschlussstroms aus. Dieses fillt ab-
rupt ab, sobald uy in die Nédhe der Energie ¢,, gelangt. Somit weist die Leistung
P =UJ(U) als Produkt aus Strom und Spannung in dieser Region ihr Maximum
Prax = UmaxJ (Unax) auf [sieche Abbildung 4.5(b)]. Der MPP, der durch P,.. gege-
ben ist, wurde exemplarisch fiir die Strom- und Leistungskurve mit den Parametern
Vpr = 10571 und k = 0 in Abbildung 4.5 markiert. Anschaulich ist damit klar, dass
sich P,.x aus dem Rechteck mit maximalem Fldcheninhalt unter der entsprechenden
J(U)-Kurve ergibt.

Wie zu erwarten ist, fliefit in der idealen Zelle, in der weder strahlungslose Verlust-
prozesse in der Donatorphase noch Rekombinationen an der D-A-Grenzfliche auf-
treten (v, = 0, kK = 0), der groBite Strom. Eine erste schwache Stromverminderung
ist beim Einschalten der nichtstrahlenden Relaxationsprozesse in der Donatorphase
zu beobachten. Mit wachsendem x senkt sich jedoch das Stromplateau und damit
auch der Kurzschlussstrom J,. deutlich. Als Konsequenz erhohter Verluste in der
Solarzelle verschiebt sich die Leerlaufspannung U,. zu kleineren Spannungswerten.
Dies steht im Einklang mit Beobachtungen bisheriger Studien [14,131].
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Abbildung 4.5: (a) Strom J und (b) Leistung P als Funktionen der Spannung U
fiir drei verschiedene x-Werte 0, 0,005 und 0,01, jeweils fiir v,, = 0 und 109s7!
abgebildet. Die restlichen Parameter des photovoltaischen Systems lauten p, = 0,
pr = p+|e|U, en = —0,1eV, ey, =1,4eV,e,, =0,9eV, Vo = 0,25eV, V) =0,15€V,
v =g = vs = 10057 vy, = 1012571 T = 300K und Ty = 6000 K. Die Legende
in (a) gilt fiir (b) gleichermaBen. Fiir das Beispiel £ = 0 und vy, = 1008~
,maximum power point“ (MPP), bei der die maximale Leistung verfiigbar ist, in die
Strom- und Leistungskurve eingezeichnet.

List der
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4 Transport in organischen Solarzellen

4.3.2 Wirkungsgrade

Weltweit arbeiten Wissenschaft und Industrie intensiv daran, effiziente Solarzellen
mit einem moglichst hohen Wirkungsgrad zu entwickeln. Vor allem fiir die organi-
sche Solarzellenbranche ist eine stete Verbesserung der Zelleffizienz auf den Weg in
die Kommerzialisierung unerlésslich. Im Januar 2013 gelang es der Firma Heliatek
GmbH, eine organische Zelle mit einem Rekordwirkungsgrad von 12 % herzustellen.
Von einer theoretischen Warte aus betrachtet ist insbesondere das Versténdnis der
mikroskopischen Prozesse am Heteroiibergang entscheidend, um die solare Konver-
sionseffizienz beispielsweise hinsichtlich der Materialzusammenstellungen oder der
Morphologieeinfliisse analysieren und schlussendlich auch steigern zu kénnen. Es er-
scheint somit besonders reizvoll anhand des Sechs-Zustédnde-Modells, die Zelleffizienz
beziiglich der Energetik am D-A-Ubergang systematisch zu studieren.

Eine gebrauchliche Kennzahl fiir die Konversionseffizienz von Sonnenlicht bei
grofitmoglicher Zellleistung (d. h. am MPP) ist definiert als das Verhéltnis aus ma-
ximaler Leistung der photovoltaischen Zelle und der eingestrahlten Leistung Py der

Sonne,

Prnax . UmaxJ(Umax)
P, P, '

n= (4.5)
Diese Grofle wird im Folgenden als photovoltaischer Wirkungsgrad bezeichnet. Auf
der anderen Seite konnen Solarzellen aus thermodynamischer Sicht auch als Warme-
kraftmaschinen betrachtet werden, die die Temperaturdifferenz zwischen dem hei-
Ben Reservoir (Sonne mit der Oberflichentemperatur 75) und dem kalten Reservoir
(Umgebung der Solarzelle mit der Temperatur 7') nutzen, um Sonnenenergie (Wér-
mestrahlung) in elektrische Energie umzuwandeln. In diesem Zusammenhang ist der
thermodynamische Wirkungsgrad einer photovoltaischen Zelle am MPP wie folgt
gegeben,

Pmax o UmaxJ(Umax>
Qs  AEJs(Unax) '

*

f]’,:

(4.6)

wobei QS = AFE,Js die durch die Sonne zugefiihrte und durch die Zelle absorbierte
Wiérmeenergie pro Zeit angibt.

Neben der Energieliicke AEy, des Donatormaterials entscheidet die LUMO-LUMO-
Energiedifferenz Ae wesentlich iiber die Effizienz organischer Solarzellen, da diese
ein wichtige GroBe fiir die Ladungstrennung, d. h. fiir die Uberwindung der Exzi-
tonbindungsenergie des Elektron-Loch-Paars an der D-A-Grenzflidche, darstellt. Um
den Einfluss von Ae auf die Effizienz zu beleuchten, wird wieder der Parametersatz

aus Abschnitt 4.3.1 fiir die Energetik, Temperaturen und Versuchsfrequenzen be-
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nutzt, jedoch mit dem Unterschied, dass nun die LUMO-Energie ¢,, des Akzeptors
die Werte 1,4eV bis —0,2eV durchlduft. Somit kann Ae variiert werden. Fiir jede
LUMO-LUMO-Energiedifferenz w#hlt man schliellich puy so, dass sich jeweils die
maximale Leistung der Solarzelle einstellt.

In Abbildung 4.6 sind der photovoltaische und der thermodynamische Wirkungs-
grad am MPP in Abhéngigkeit von Ae fiir drei verschiedene x-Werte 0, 0,005 und
0,01 dargestellt. Dabei wurden sowohl ausschliellich strahlende Anregungs- und Re-
laxationsprozesse in der Donatorphase (v,, = 0) als auch zusitzliche strahlungs-
lose Prozesse (v, = 10°s7!) einbezogen. Fiir die Berechnung von 7 in Abbil-
dung 4.6(a) wurde Py mit 1nW angenommen. Der Abschitzung liegt eine unter
Standard-Testbedingungen (Sonneneinstrahlung von 1000 Wm ™2 mit ,,air mass“ 1,5)
beleuchtete Fliche von 1 um? zugrunde. Der photovoltaische Wirkungsgrad erweist
sich als nichtmonotone Funktion der LUMO-LUMO-Energiedifferenz, die ihr Opti-
mum zwischen 0,4 eV und 0,5V ausbildet. Das Maximum ist folgendermaflen zu er-
klaren. Einerseits kontrolliert Ae die Energetik fiir die Ladungstrennung an der D-A-
Grenzfliche. Ein grofles Ae erscheint intuitiv hilfreich fiir einen effizienten Ladungs-
transfer am Heteroiibergang. Andererseits ist jedoch die maximal erzielbare Leistung
des betrachteten Systems bei einer zu groen LUMO-LUMO-Energiedifferenz gering,
sodass auch der photovoltaische Wirkungsgrad entsprechend gering ausféllt.

Nicht nur zu kleine oder zu grofle Ae-Werte fithren zur Verminderung der Ef-
fizienz des photovoltaischen Systems, sondern auch Rekombinationen an der D-A-
Grenzflache. Dies ist deutlich erkennbar an dem Absenken der n(Acg)-Kurve mit
zunehmenden k. Kommen zusétzlich nichtstrahlende Verlustprozesse in der Dona-
torphase hinzu, verringert sich der Wirkungsgrad abermals. In diesem Zusammen-
hang kann man fiir K = 0 und v,, = 0 von einer idealen Zelle sprechen, deren
Wirkungsgradverlauf die iibrigen einhiillt.

Der thermodynamische Wirkungsgrad in Abbildung 4.6(b) zeigt fiir v,, = 100 s™1
ein dhnliches Kurvenverhalten mit einem Maximum. Jedoch bilden sich fiir die Félle
mit v, = 0 monoton abnehmende Funktionen aus. Dieser Verlauf hangt im Wesentli-
chen von Uy, ab. Beispielsweise reduziert sich der thermodynamische Wirkungsgrad
fiir die ideale Zelle (v, = 0 und k = 0) auf den Ausdruck 7* = Upax/AEy. Da die
Prozesse der Solarzelle in endlicher Zeit ablaufen, bleibt auch n* fiir den idealen Fall
unterhalb des maximal moglichen Carnot-Wirkungsgrads n. = 1 — T'/Ty, der fiir
T = 300K und Ty = 6000 K bei 95 % liegt*. Dieser hohe Grenzwert ist jedoch nicht

4Eine weitaus schirfere Limitierung der Konversionseffizienz von Sonnenlicht ist durch die so-
genannte Shockley-Queisser-Grenze gegeben. Thre Berechnung beriicksichtigt, dass aufgrund
der Energieliicke nur ein gewisser Teil des verfiigharen Energiespektrums dazu beitragen kann,
Elektron-Loch-Paare zu generieren. Fiir erdgebundene anorganische Einfachsolarzellen wird mit
dieser Theorie ein maximaler Wirkungsgrad von 33 % [132] und fiir organische Zellen von 22 %
bis 27 % [120, 122] prognostiziert.
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4 Transport in organischen Solarzellen

von praktischer Relevanz, da nur reversibel arbeitende Warmekraftmaschinen diesen
erreichen kénnen. Die Leistung der Zelle (bei quasistatisch durchlaufenen Prozessen)
strebt hierbei gegen Null.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die LUMO-LUMO-Energiedifferenz den
Wirkungsgrad der Solarzelle stark beeinflusst. Beispielsweise kann ein zu grofles Ae
erhebliche Effizienzverluste herbeifithren. Eine geschickte Wahl dieser Energiediffe-
renz optimiert hingegen die solare Energiekonversion. Die Resultate lassen demnach
Riickschliisse auf die Zusammenstellung optimaler D-A-Materialkombinationen fiir
organische Solarzellen mit Heteroiibergang zu.
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4.3 Resultate
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Abbildung 4.6: (a) Photovoltaische Effizienz 7 = Pya/Ps und (b) thermo-
dynamischer Wirkungsgrad n* = PmaX/QS als Funktionen der LUMO-LUMO-
Energiedifferenz Ae am MPP. Das Energieniveau ¢,, durchlauft dabei die Werte
1,4 eV bis —0,2 eV und pug ergibt sich aus der Suche nach P,,.,. Ansonsten wurden
die gleichen Parameter und Legendenbezeichnungen wie in Abbildung 4.5 verwendet.
Die einfallende Strahlungsleistung betragt Ps = 1nW.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird der getriebene Transport wechselwirkender Teilchen in eindi-
mensionalen Gittergassystemen untersucht. Motiviert durch den Standard-TASEP,
der schon bei einfachen Ausschlusswechselwirkungen zwischen den Teilchen faszinie-
rende Effekte wie randinduzierte Phaseniibergéinge offenbart, werden in Kapitel 2
TASEP- und ASEP-Systeme auf repulsive Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen er-
weitert. Darin auftretende Teilchenstréme konnen durch Vierpunkt-Korrelationsfunk-
tionen der Besetzungszahlen wiedergegeben werden. Herkémmliche Mean-Field-Fak-
torisierungen reichen in diesem Fall nicht aus, um kinetische Gleichungen abzulei-
ten, welche den komplexen Nichtgleichgewichtseigenschaften in hinreichendem Mafle
Rechnung tragen. Mit dem MCAK-Verfahren ist es jedoch moglich, die Vierpunkt-
Korrelationsfunktionen auf nichttriviale Weise vollstéindig durch Dichten auszudrii-
cken, wobei Gleichgewichtsrelationen zwischen diesen ausgenutzt werden. Die Kor-
relator-Dichte-Beziehungen beinhalten Informationen iiber lokale Dichtevariationen,
die es erlauben, durch Wechselwirkungen verursachte nichtmonotone Verldufe von
Dichteprofilen (Dichteoszillationen) wiederzugeben.

Es wird gezeigt, dass die MCAK-Methode eine sehr gute Beschreibung der Dich-
teprofile zu allen Zeiten gewéhrleistet. Dies gilt auch fiir die stationédren Profile im
Langzeit-Limes. Dadurch ist es moglich, randinduzierte Phaseniibergéinge der Bulk-
dichte sehr genau zu detektieren. Offene Systeme werden sowohl fiir BA- als auch fiir
die physikalisch motivierten EB-Randankopplungen untersucht. Dabei stellt sich her-
aus, dass die System-Reservoir-Kopplung die Topologie des Phasendiagramms ent-
scheidend beeinflusst. Oberhalb einer kritischen Wechselwirkungsstérke bilden sich
fir BA-Randankopplungen sieben Phasen und im Fall der EB-System-Reservoir-
Kopplungen fiinf Phasen aus. Des Weiteren werden Teilchen-Loch-symmetrische
Beziehungen zwischen Ein- und Austrittsraten fiir Systeme mit Néchsten-Nachbar-
Wechselwirkungen hergeleitet und gezeigt, inwieweit sich diese in dem p,-pg-para-
metrisierten Phasendiagramm manifestieren. AbschlieBend wird demonstriert, dass
ASEP-Systeme mit schwacher Driftstdrke auf unidirektionale Hopping-Modelle ab-
gebildet werden konnen.

Die Teilchenspriinge auf dem Gitter werden durch Glauber-Raten gesteuert. Fiir
diese Raten ist die unterliegende Mikrozustandsverteilung im stationdren Nicht-
gleichgewicht durch die kanonische Gibbs-Boltzmann-Verteilung fiir Gittergase im
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5 Zusammenfassung und Ausblick

thermodynamischen Gleichgewicht gegeben. Dadurch sind exakte Strom-Dichte-Re-
lationen im Bulk herleitbar. In den Referenzen [87,88] wurden TASEP-Modelle mit
Sprungraten der Form exp(—A7/2) betrachtet. Wie in Gleichung (2.4) beschreibt
AH die Energiedifferenz zwischen den Zustdnden nach und vor dem Sprung. Im
Gegensatz zu den Glauber-Raten erfiillen diese Exponentialraten die Bedingung
(2.18b) nicht. Dennoch sind die zugehérigen Phasendiagramme fiir BA- und EB-
Randankopplungen den Phasendiagrammen in Abbildung 2.6 sehr dhnlich. Man
kann daher schlieffen, dass die Phasentopologie kaum von der Bulkdynamik be-
einflusst wird. Vielmehr wird das Erscheinungsbild des Phasendiagramms von der
Dynamik an den Systemréndern geprigt.

Fiir zukiinftige Arbeiten ist eine Generalisierung der MCAK-Methode auf hohe-
re Dimensionen besonders vielversprechend. Dadurch ist ein Anschluss an frithere
Arbeiten zu Gittergassystemen mit Néchsten-Nachbar-Wechselwirkungen in zwei
Dimensionen gegeben. In diesen Studien wurden strukturelle Musterbildungen im
stationédren Nichtgleichgewicht beobachtet [55]. Dabei bildeten sich fiir attraktive
Teilchenwechselwirkungen (V' < 0) alternierende Regionen mit hoher und niedriger
Dichte heraus, die sich z. B. in Backgammon- [133] oder streifendhnlichen Struk-
turen [134] duferten. Fiir repulsive Wechselwirkungen (V' > 0) kann die Variati-
on der Triebkraft Ubergiinge von geordneten zu ungeordneten Zustéinden hervor-
rufen [55,135]. Die Behandlung dieser Phéanomene mit MCAK sollte insbesondere
Riickschliisse auf phédnomenologische Parameter in fritheren feldtheoretischen An-
sitzen [133,135] erlauben.

In Hinblick auf den getriebenen Teilchentransport auf mesoskopischer Ebene ste-
hen neben den ASEP-Systemen mit statischen Triebkréaften ebenso Brownsche Mo-
toren im Mittelpunkt theoretischer Problemstellungen. Brownsche Motoren arbei-
ten auf mikroskopischen Grofenskalen zyklisch in der Zeit und stehen im Gegen-
satz zu klassischen Maschinen unter dem Einfluss thermischer Fluktuationen. In
Kapitel 3 wird der stochastische Transport der Teilchen anhand eines eindimen-
sionalen Gittergassystems studiert, wobei Teilchen im Kanal gegen ein statisches
Kraftfeld mit Hilfe eines zeitabhédngigen Wellenpotenzials von einem Reservoir zu
einem anderen gepumpt werden. Anhand des Modells wird gezeigt, dass das zu-
vor erfolgreich an ASEP-Systemen getestete MCAK-Verfahren auch fiir Gittergase
mit zeitabhingigen Raten geeignet ist. Diese Untersuchungen sind vor allem fiir
Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen von besonderer Bedeutung. Des Weiteren wird
durch KMC-Simulationen des Pumpensystems demonstriert, dass Phaseniiberginge
in periodengemittelten Dichten und Stromen auftreten, wenn Ausschlusswechselwir-
kungen der Teilchen einbezogen werden. Die Phaseniibergéinge erinnern dabei an
jene, die in Diffusionssystemen mit statischen Triebkriften auftreten. Bereits bei

reinen Ausschlusswechselwirkungen ergeben sich in dem betrachteten Pumpenmo-
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dell komplexe Phasendiagramme mit fiinf verschiedenen Gebieten. Sie sind darauf
zuriickzufiihren, dass sich die Richtung des Stroms bei bestimmten Dichten im Kanal
umkehrt. Die Phasendiagramme werden mit Hilfe der Strom-Dichte-Relation J(p)
im Bulk und der Extremalprinzipien des Stroms konstruiert und korrespondieren zu
offenen Systemen mit entsprechenden BA-Randankopplungen. Die Verschiebungen
der Phasenlinien und die damit einhergehenden Phaseniibergidnge werden durch die
Verdanderung des statischen Kraftfeldes bei festen restlichen Parametern hervorge-
rufen und sind in gleicher Weise auch bei Variation der anderen Kontrollparameter
des Systems zu erwarten. Da sich das Verhalten der periodengemittelten Strome
wéhrend der Phaseniibergiinge éndert, spielen diese eine wichtige Rolle fiir die Op-
timierung und die Effizienz der Brownschen Pumpe.

Anhand allgemeiner Uberlegungen auf Grundlage der Strom-Dichte-Beziehung im
Bulk kann herausgestellt werden, dass das Auftauchen von Phaseniibergéngen nicht
von der konkreten Randankopplung abhédngt. Um dies zu untermauern, werden die
fiir die BA-Kopplung gefundenen Phaseniibergéinge auch fiir den EB-Kopplungsme-
chanismus gezeigt und diskutiert. Die vorgestellten Untersuchungen regen dazu an,
auch andere Typen von Brownschen Motoren wie ,flashing®- [97,98] oder ,rocking“-
Ratschen [91,104] zu studieren, um explizit zu zeigen, dass Phaseniibergéinge in
Brownschen Motoren generischer Natur sind, sobald diese in einer offenen Umge-
bung arbeiten und Hard-Core-Wechselwirkungen zwischen den Teilchen beriicksich-
tigen. Auch im Rahmen einer Kontinuumsbeschreibung, in der Teilchen als harte Ku-
geln modelliert werden, sollten Phaseniibergédnge auftreten. Es ist aus den TASEP-
Studien des Kapitels 2 bekannt, dass zusétzliche Teilchenwechselwirkungen (ne-
ben Hard-Core-Wechselwirkungen) komplexe Phasendiagramme verursachen [44,78].
Ebenso sind reichhaltige Phasendiagramme moglich, wenn die Teilchenzufuhr und
-entnahme entlang des gesamten Systems erlaubt ist (Langmuir-Kinetik) [52-54].
Komplexe Phasendiagramme sind ebenfalls fiir Brownsche Motoren in analogen Si-
tuationen denkbar und sollten in zukiinftigen Studien néher beleuchtet werden.

Stochastischer Teilchentransport ist relevant fiir viele applikative Fragestellungen,
z. B. im Forschungsfeld organischer Solarzellen. In Kapitel 4 wird ein Minimalmodell
einer organischen Solarzelle mit Heterolibergang auf Basis eines klassischen Gitter-
gasmodells vorgestellt, wobei der Schwerpunkt auf der Modellierung der Elemen-
tarprozesse an der D-A-Grenzfliche liegt. Durch Hard-Core- und Néchste-Nachbar-
Wechselwirkungen kénnen Exzitonen und deren Bindungsenergien in das Gittergas-
system integriert werden. Aus dem Minimalmodell gehen sechs Mikrozusténde her-
vor. Mit Hilfe der stationdren Losung der unterliegenden Master-Gleichung kénnen
Strome und Zellleistungen hinsichtlich ihrer Spannungsabhéngigkeit und Sensibili-
tat gegeniiber strahlungslosen Verlustprozessen untersucht werden. Der photovol-

taische und der thermodynamische Wirkungsgrad werden bei maximaler Leistung
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5 Zusammenfassung und Ausblick

berechnet und die effizienteste LUMO-LUMO-Energieliicke zwischen der Donator-
und Akzeptorphase fiir einen gegebenen Parametersatz ermittelt. Auf Basis dieser
Untersuchungen kénnen optimale Materialzusammenstellungen fiir Solarzellen mit
Heteroiibergang abgeleitet werden.

Natiirlich bildet das eindimensionale Gittergasmodell nicht die gesamte Komple-
xitét einer organischen Solarzelle ab. Abhéngig von der konkreten Fragestellung
ist es daher denkbar, das Minimalmodell auf unterschiedliche Art und Weise zu
modifizieren. Die Exzitonendiffusion innerhalb der Donatorphase und der Elektro-
nentransport in der Akzeptorphase werden auf der vorgestellten Abstraktionsebene
beispielsweise nicht erfasst. Fiir zukiinftige Studien ist deshalb eine Ausdehnung
des Gittergasmodells auf mehrere Plidtze interessant, sodass diese Prozesse expli-
zite Berticksichtigung finden. In der Arbeit von Sylvester-Hvid et al. [35] wurden
Morphologieeffekte mit eindimensionalen Gittergasmodellen untersucht, die durch
Nebeneinanderreihung zweidimensionale D-A-Strukturen bildeten. In gleicher Weise
ist eine Weiterentwicklung des vorgestellten Modells auf zwei Dimensionen moglich,
um das Konzept des Bulk-Heteroiibergangs mit interpenetrierenden D-A-Phasen
umzusetzen. In weiterfithrenden Studien sollten auflerdem Thermalisierungseffekte
durch heifle Ladungstriager beriicksichtigen werden. Diese sind bei der Anregung
der Elektronen durch das Sonnenspektrum unvermeidbar und Gegenstand aktueller
Forschung [136, 137]. Dariiber hinaus sorgen Elektronentransferraten nach Marcus
fiir eine realistischere Modellierung des Ladungstransports, in dem Reorganisations-
energien, die mit den Elektroneniibergéingen verbunden sind, in die Raten einflie-
Ben [7,125].
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A Wahrscheinlichkeitsverteilung von Mikro-
zustanden im ASEP

In diesem Abschnitt wird ein ASEP mit Hard-Core-Wechselwirkungen, periodischen
Randbedingungen (geschlossenes Ringsystem) und den Sprungraten I' , und T’
betrachtet. Die totale Rate T2, (n), die in die Konfiguration n fithrt und die totale

Rate I't%(n), die aus der Konfiguration n startet, lauten

I (n) =Y T'(n' —n)=T_Ny(n)+T Npon), (A1)
Io(n) =Y TI'(n —n') =T Ny(n)+ T Ny(n), (A.2)

wobei I'(n — n') die Ubergangsrate aus dem Zustand n in den Zustand n’ darstellt
und Nyg(n) = >, ni—17,; die Héufigkeit der Besetzungszahlsequenz {10} im Zustand
n angibt (vgl. Referenz [40]). Da Ny (n) und Nig(n) fir eine gegebene Konfiguration
n im Ringsystem gleich sind, folgt

Tioi(n) =T (n). (A.3)
Die stationdre Master-Gleichung (1.2) erfiillt die Bedingung (A.3) nur fiir
P(n) = P(), (A1)

d. h. fiir gleichverteilte Mikrozusténde.
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B Exakte Resultate im stationaren Nicht-
gleichgewicht: Herleitung von Raten-
relationen

Der stochastische Prozess des TASEP aus Abschnitt 2.1 ldsst sich mathematisch
durch die Master-Gleichung (1.1) mit den Ubergangsraten

F(n — n’) = Zniﬁi+15n,,n(i,i+1)F(ni_l, ni+2) und (Bla)

7

F(n’ — n) = Zﬁini+15n,,n(i,i+1)F(ni_l, ’I’LZ'+2) (Blb)

7

formulieren. Der Mikrozustand n(»**1) entsteht durch Vertauschen der Besetzungs-
zahlen n; und n; 41 im Zustand n. Durch Einsetzen der Raten (B.1) in die Gleichung
(1.1) erhdlt man mit dP(n,t)/0t = 0 die stationdre Master-Gleichung des TASEP
mit Néachsten-Nachbar-Wechselwirkungen,

0= Z [ﬁiniHP(n(i’Hl)) — nZﬁHlP(n)} F(ni_l, TLH_Q) . (B2)

Unter der Annahme, dass P(n) der kanonischen Verteilung im Gleichgewicht gentigt,
d. h. P(n) « exp [-H(n)] mit H(n) aus Gleichung (2.1), folgt

P n(i,i+1)
% = exXp [—(ni+2 — ni_l)V] . (B3)
Damit ergibt sich fiir (B.2)
0= Z [ﬁmiﬂe_("i*z_”i‘l)v - niﬁiﬂ} F(ni_l, ni+2) . (B4)

i

Dieser Ausdruck besteht aus Termen, die durch ein Vielfaches von I'(0,0), I'(1,0),
I'0,1), I'(1,1), exp(£V)I'(1,0) und exp(£V)I'(0,1) gebildet werden,

0= [N()Olg(n> - N()log(n)] F(O, O) + [nglo(n) G_V - Nllo()(n)] F(l, O)

+ [Nooi1(n) € = Nowor (m)] T(0,1) + [Nio11(n) — Ny (n)] I(1,1).  (B.5)

N()lo()(’n,) = Zz ﬁi_lni’fli+1ﬁi+2 zahlt die Konﬁguration {0100} im Mikrozustand
n, Noowo(n) = D>, ni—17nip1Ni4o die Besetzungszahlsequenz {0010} im Zustand
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B Exakte Berechnungen im stationaren Nichtgleichgewicht

n usw. Ersetzt man weiter die Lochbesetzungszahlen n; durch 1 —n;, lassen sich alle
N (n) mit Hilfe der sechs irreduziblen Ausdriicke Ny1(n) = >, n,1m;, Ni1(n) =
Zi Mi—1M41, Nlll(n) = ZZ N1 Ny 1, Nl,ll(n) = ZZ Ni—1M41MG42, N11,1(n) =
> i micininite und Nyppp(n) = >, n;_1mini1n;o umschreiben. Diese zéhlen nur
noch Besetzungszahlsequenzen, die ausschliefilich Teilchen beinhalten. Folglich er-
gibt sich fur (B.5)

0= [['(1,0) —=T(0,1)e"] N1 (n)
+[HQU—Fﬂﬁk*}M¢m)
+ [0(1,0)e™Y +T(0,1)e" — T(1,0 , D] Niii(n
+ [[(1,0)e™Y +T(0,1)e” —T(0,0 Mwu
+[1(0,0) + I'(1,1) = I'(1,0) = T'(0, )] N11.1(m)
i

—

['(1,0) = T'(1,0) e +1(0,1) — )e¥] Niini(n (B.6)

Gleichung (B.6) ist erfiillt, wenn die Raten die Bedingungen (2.18a) (die ersten
drei Zeilen und die letzte Zeile verschwinden) und (2.18b) (die Zeilen vier und fiinf
verschwinden) befriedigen. Die hergeleiteten Relationen sind ebenso fiir ASEP-Raten
' (n;_1,ni12) giltig, wenn die entsprechenden Riickraten I', (n;_i,n;.2) aus dem

detaillierten Gleichgewicht hervorgehen.
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C Kinetischer Monte-Carlo-Algorithmus fiir
zeitabhingige Ubergangsraten

Um den stochastischen Prozess des Brownschen Pumpensystems in Kapitel 3 nume-
risch abzubilden, werden kinetische Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt. Dabei
wird eine Erweiterung des in Kapitel 2 verwendeten FRM-Algorithmus [71] auf zeit-
abhéngige Raten benutzt [99-101].

Befindet sich das System zur Zeit ¢, im Zustand mn,, werden nachfolgende Kon-
figurationen n,1, Maqo, . . ., die sich zu den Zeiten t, 1, tq42, - . . im System einstellen
und deren Ubergiinge durch die Raten I'(ng — Nay1: tart), D(Mast — Tato;tass), - ..
gesteuert werden, mit dem FRM-Algorithmus fiir zeitabhédngige Raten wie folgt ge-
neriert (vgl. Referenz [100]):

(i) Ziehe fiir jeden moglichen Ubergang von m, zu einem Zustand ny eine Aus-

fithrzeit %" entsprechend

tgr’igl
—In(1—o0y) = / dt' T'(ng — ny; t'). (C.1)
ta
Hierbei bezeichnet oy eine auf [0, 1[ gleichverteilte Zufallszahl', die fiir jeden
moglichen Zustand ny, gezogen wird. Fiir die Raten (3.1) in Kapitel 3 ist tgf,'jl
nicht analytisch bestimmbar, sondern muss durch numerische Integration ge-

wonnen werden.

(1) Wihle den Ubergang zum Zustand 741, der mit der minimalen Zeit verbunden

ist, toy1 = min{¢al}.
k k)

(7i) Setze a — « + 1, d. h. aktualisiere die Simulationszeit auf ¢,,; und fithre den
Ubergang von m, zu n,y1 aus. Setzte den Algorithmus bei Schritt (i) fort.

Bei der Wiederholung des Algorithmus kénnen die Zeiten ¢27! der zuvor betrachteten
Ubergéinge von n,, zu n; fir die neuen Ubergéinge VOn M1 1 ZU My, iibernommen wer-
den (d. h. i, = t28h) falls T (nag1 — M t) = T(ng — myst) fiir ¢ > ¢, erfiillt ist.
Speziell fiir Hard-Core-Wechselwirkungen und Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen
lisst sich so der Algorithmus sehr effizient umsetzen. Ubersetzt man die Ubergin-
ge zwischen den Mikrozustdnden als Teilchenspriinge im ASEP, so bleibt fiir den

ersten Fall die Liste der in (i) ermittelten Sprungzeitpunkte bei der Wiederholung

!Gleichverteilte Zufallszahlen lassen sich sehr effizient mit dem Mersenne-Twister-Algorithmus
erzeugen [138]. Dieser zeichnet sich durch eine besonders grofie Periodenldnge und eine hohe
Giite der Zufallszahlen aus.
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C Kinetischer Monte-Carlo-Algorithmus fiir zeitabhéngige Ubergangsraten

des Algorithmus insofern erhalten, als dass lediglich die neu ermoglichten Teilchen-
spriinge [nach dem ausgefithrten Sprung in Schritt (74)] mit ihren Ausfiihrzeiten
in die Liste eingepflegt und undurchfithrbare Spriinge aus der Liste geldscht wer-
den. Fiir Néachste-Nachbar-Wechselwirkungen miissen zusétzlich neue Zeiten fiir alle
Teilchenspriinge gezogen werden, die durch den Schritt (7ii) energetisch beeinflusst

werden.
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