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Kapitel 1

Spektrale Eigenschaften eines
Matrixoperators

1.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die spektralen Eigenschaften der selbstadjungierten
Realisierungen des Matrixoperators

Tu= (g 1:) u (1.1.1)

im Hilbertraum £2([0, 00),w) ® C? untersucht, wobei D der Differentialope-
rator Dy = L(—(p1y/)’ + qy) im Hilbertraum £%((0, 00), w) ist und p, ¢, 7, p1
reelle und lokal integrierbare Funktionen in [0, c0) sind. Ferner sollen p; und
w positiv und differenzierbar sein. Dies geschieht mithilfe der M-Matrix des
zugehorigen Hamiltonschen Systems erster Ordnung, die aus der asymptoti-
schen Form der Eigenfunktionen berechnet wird. Da die M-Matrix die Borel-
transformierte des Spektralmafies ist, kann man aus lim._o; Im M (A+ie) auf
Eigenschaften des Spektralmafles schliefen. Mithilfe der Liouville-Kummer-
Transformation [3] kann man zeigen, dass eine selbstadjungierte Realisierung
von 7 im Hilbertraum £2([0,00),w) ® C? unitér fquivalent zu einer selbst-
adjungierten Realisierung von

. ( Pur(t) —ie +q““<t)) P

TZ =
L g re(t)
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im Hilbertraum £2([0, 00))®C? ist, wobei t = fox \ /pilds, qer(t) = q(x)p?y~ 1=

(pll’b/)lg7 ptr(t) = p(f), Tt?"(t) = T(:L’) ist mit [L(l’) - ﬁ\/mv ’}/(l‘) = \/ ;1((2))
Deshalb kann im Folgenden angenommen werden, dass p; = w = 1 sind.
Solche Operatoren wurden auf endlichen Intervallen von Chakaravarty [10],
[11] untersucht und auf unendlichen Intervallen wurden ihre Defektindizes
von Chakaravarty [12] und Eastham [16] fiir eine stark eingeschrinkte Klas-
se von Koeflizienten bestimmt. Solche Block - Operator - Matrizen wurden
ferner von Langer und Tretter [27] untersucht. Thr Interesse lag in der Kon-
struktion spektraler invarianter Unterrdume. Hier soll aber hauptséchlich das
stetige Spektrum einer selbstadjungierten von 7 untersucht werden und ge-
zeigt werden, dass in vielen Féllen kein singulérstetiges Spektrum auftreten
kann. Im Abschnitt 1.2 werden die Grundlagen der Asymptotischen Integra-
tion und der Theorie der Hamiltonschen Systeme kurz erldutert, insoweit sie
benotigt werden. Im Abschnitt 1.3 wird das Spektrum von 7 fiir konstan-
te Koeffizienten untersucht, und im Abschnitt 1.4 werden wir sehen, dass
im fast konstanten Fall kein singulérstetiges Spektrum auftritt und dass der
absolutstetige Anteil einer selbstadjungierten Realisierung von 7 unitér aqui-
valent zum konstanten Operator Hy mit Neumann Randbedingungen ist. Es
ist allgemein bekannt, dass der Schrodingeroperator D = —% + q(x) fir
q(z) — oo eine kompakte Resolvente und rein diskretes Spektrum besitzt.
Wir werden im Abschnitt 1.5 sehen, dass unter der zusétzlichen Vorausset-
zung D(D) = D(—%) N D(q) im Falle p,r = o(q) fiir g(z) — oo auch rein
diskretes Spektrum vorliegt. Fiir eine Reihe von Féllen werden im Abschnitt
1.6 fiir unbeschriankte Koeffizienten der Defektindex des zu 7 gehdrenden ab-
geschlossen minimalen Operators bestimmt, und das stetige Spektrum einer
selbstadjungierten Realisierung H von 7 untersucht. Die Ergebnisse dieses
Kapitels enstammen meiner gemeinsamen Arbeit mit Herrn H. Behncke [8],
die bereits erschienen ist.

Die Notationen in diesem Kapitel sind Standart. Mit 7" bzw.T, bezeichnen
wir den maximalen bzw. den abgeschlossen minimalen Operator von 7 und
mit H bezeichnen wir immer eine selbstadjungierte Erweiterung von Tj. Das
Spektrum von H bezeichnen wir mit o(H ) und unterscheiden das wesentliche
Spektrum o (H), das absolutstetige Spektrum o,.(H), das singularstetige
Spektrum og.(H) und das diskrete Spektrum o4(H).
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1.2 Grundlagen

Die zu (1.1.1) gehorende Eigenwertgleichung im Hilbertraum £2(0, 0o) @ C?

lautet ,
_d=
( P dx? +q) (y1> - z(y1> (1.2.1)
52 T4 r Y2 Y2

Fiir den symmetrischen abgeschlossenen minimalen Operator gilt T, = T™.
Da die Koeffizienten alle reell sind, hat T, gleiche Defektzahlen. Folglich
besitzt T selbstadjungierte Erweiterungen, die mit H, oder H bezeichnet
werden. Null ist wegen p,7,q € L}, ([0,00)) ein regulirer Randpunkt. Mogli-
che Defektindizes sind also 2,3 und 4. Da das absolutstetige und wesentliche
Spektrum unabhéngig von der Randbedingung ist, wird statt H, im mini-
malen Defektfall immer H geschrieben.

Es ist vom Vorteil, das System als ein System erster Ordnung zu
schreiben

0 0 01
S R ) o .
W=, , 4 0 o|¥=Av mitu=Grypn). (1.22)
g r—z 00

Dies ist ein Hamiltonsches System [23], [24], da mit

(0 —E,
(& o)

es in der Form

100 0 p —q 0 0

, 0100 —q¢ —r 0 0 B

Ju' =<z oooolTlo o o1 u=:(zA1+ B)u (1.2.3)
0000 0 0 10

geschrieben werden kann. Wegen

(%2 %22) (Ju' — Bu) =0 (1.2.4)

ist das System (1.2.3) dquivalent zur Gleichung

TU = zu (1.2.5)
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mit

mu =

S = O
o O O

(Ju' — Bu).

o O O
o O O O

00

Sei nun H der Hilbertraum P,L% ([0,00)); dies ist der Raum der Aquiva-
lenzklassen der meBbaren Funktionen mit Werten in C? mit

/ " P @) @) < oo

Mit £% ([0, 00)) bezeichnet man den Vektorraum meBbarer C*-wertiger Funk-
tionen mit

/0 " Fa) A (o) () < o0

und P, ist die Projektion auf die ersten zwei Komponenten eines Vektors aus
C*. 71 erzeugt einen wegen (1.2.4) wohldefinierten maximalen Operator L im
Hilbertraum H, fiir den man einen symmetrischen abgeschlossenen minima-
len Operator L definieren kann mit Ly = L*. Da Ly wie Tj gleiche Defekt-
zahlen hat, besitzt L, selbstadjungierte Erweiterungen. Da 0 ein regulérer
Randpunkt ist, benotigt man im minimalen Defektfall (2,2) fiir eine selbst-
adjungierte Erweiterung von Ly nur eine zusétzliche Randbedingung u(0) im
Punkte x = 0. Die moglichen Randbedingungen sind wegen der Greenschen
Formel die Lagrangeschen Teilrdume des symplektischen Raumes (C*,.J) und
gegeben durch (ay, az)u(0) = 0, wobei o; € C?*? ist und

oo + asag =1, ajay —asa; =0

gilt. Im minimalen Defektfall (2,2) definiert man fiir die Randbedingung o =
(o, ag) die M-Matrix M, (z), Im z > 0 durch die Forderung

V@) (410, ) € L0

wobei Y (., z) eine Losung von (1.2.2)) ist, die die Anfangsbedingung

ol —ad
Y(0,z2) = (a% a;)

erfiillt. Da M,(z) eine Herglotzfunktion ist, besitzt sie folgende Darstellung

Ma(z):cl(a)+02(a)z—|—/oo( ! ! )de,(t)

o \i—z £2+1
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mit ¢ = ¢, cg > 0. p, ist ein zu H, gehorendes Spektralmaf, d.h. H,
ist unitdr dquivalent zum Multiplikationsoperator Tjy im Raum L3(R,dp,),
wobei H, die selbstadjungierte Erweiterung von 7 mit der Randbedingung
a ist. Mit der Stieltjes-Umkehrformel gilt

L. .
dpo(E) = - EILI& Im M, (E + ic)dFE,
wobei hier der schwach*-Limes gemeint ist. Ferner existiert der punktweise
Limes

111%1+ M, (E + ie)dE = M,(E+)dE

fiir fast alle £ € R, und der absolutstetige Anteil von p, ist gegeben durch

1
dpie(E) = —Tm Mo(E+)dE.

Fiir die Dirichlet-Randbedingung oo = (0, 1) kann man die M-Matrix M,/(z)

mithilfe der Formel .
(u1,u9)(0,2)L = (Ma)

berechnen [35], wobei L eine noch zu bestimmende 2 x 2-Matrix ist und
uy (., 2), us(., z) die £4 ([0, 00) Losungen von (1.2.2) sind. Die obigen Aussa-
gen sind auch alle richtig, wenn wir statt £2(0, 00)®C? den Raum £?*(a, 00)®
C? fiir ein a > 0 zugrundelegen. Bei allen diesen Uberlegungen spielen die
Sétze aus [5] [24] [25] eine wichtige Rolle.

Nun werden noch drei Séitze aus [35] angeben, die im Folgenden haufiger
benutzt werden.

Im minimalen Defektfall (2,2) gilt:

Theorem 1.2.1 Die Gleichung Ty = Ey habe r-linear unabhdingige Lésun-
gen y € L2(0,00) ® C? fiir alle E in einer Borel Menge S C R. Dann ist
fiir alle selbstadjungierten Erweiterungen von Ty die Vielfachheit des stetigen
Spektrums in S héchstens v — r, wober hier v = n = 2 ist.

In [1] wurde gezeigt, dass die Aussage auch fiir den allgemeinen Defektindex
v = 2, 3,4 richtig bleibt, wenn der Definitionsbereich geeignet eingeschrénkt
wird.

Das obige Theorem ist eine Folgerung aus:

Lemma 1.2.1 Es gebe r linear unabhingige Losungen yy, y, in L£2(0, 00)@C?
mit D(H,) N L(y1,y,) = {0}. Dann gibt es r linear unabhingige Vektoren vy,
v, € C? mit v; Im M, (E + ig)v; = O(e).
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Theorem 1.2.2 Sei o eine Randbedingung, a > 0 und sei M(z) die M-
Matriz des Operators in L?(a,00) @ C* mit der Randbedingung o in x = a.
Ferner sei S C R eine Borel Menge und r € {0,1,2}, so dass fir alle E € S
qgilt:

(a) limsup,_o, || M(E +ic)|| < o0

(b) Es gibt r linear unabhingige Lisungen in L*(a,00) ® C? von Ty = Ey,
die nicht die Randbedingung in x = a erfiillen.

(c) lim. gy w* Im M(E+ige)w > 0 fiir allew € C*\ L(v(E), ..., v.(E)), wo-

beivi(E),...,v.(E) € C? die linear unabhingigen Vektoren mit v} Im M (E+

ie)v; = O(e) sind, deren Ezistenz aus (b) und Lemmal1.2.1 folgt.

Dann ist fiir alle Randbedingungen (3 p5(S) = 0, wobei p der singulirstetige
Teil des Spektralmafles ps des Operators Hy in £°(0,00) @ C? ist.

Das Theorem [1.2.2| wurde fiir Hamiltonsche Systeme der Ordnung 2n im
Grenzpunktfall (n,n) bewiesen.

Ein zentrales Hilfsmittel bei dieser Untersuchung ist die asymptotische Inte-
gration [7]- im Gegensatz zu Eastham [17] gleichméBig in z.

Theorem 1.2.3 FEs gelte
Y'(z,2) = (A(z,2) + R(z,2))Y(2,2) (z € [a,)), (1.2.6)

wobet R, A m x m-Matrizen seien und A(z, z) sei diagonal, d.h. A;j(x,2) =
dijhi(w, z). Ferner sei z € Ks(\) = {z € CT||z — A| <}, A € R, und es
gelte:

(a) A(z,z), R(x, z) sind stetige Funktionen beziiglich z fiir ein festes x und
es gelte
IA(z, 2)[| < a(z)  und [|R(z,2)|| < p(z)

fiir ein a € L], ([a,00)) und p € L([a,0)).

(b) (Gleichmdfige Dichotomiebedingung)
Fiir alle x € [a,00) und alle z € K hat

Re(Ai(z, 2) = Aj(w, 2)) (i # j)

modulo L'-Terme ein konstantes Vorzeichen.
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Dann hat das System (1.2.6) Losungen der Form

Yi(, 2) = (ex + ri(z, 2)) exp (/ )\k(t,z)dt) (k=1,..,m).

Hier ist ey, der k-te Einheitsvektor, und der Restterm vy ist in (x,z) stetig
(jeweils fiir festes x bzw. z). Ferner konvergiert der Restterm 1. gleichmdfig
in z € K fiir x — oo gegen Null.

Mit Methoden aus der Streutheorie (sieche Theorem XI.9 in [34]) und der
Tatsache, dass eine zusitzliche Randbedingung in x = a eine Storung der
Resolventen vom endlichen Range ist, zeigt man, dass die absolutstetigen
Anteile von H g ) und Hgq) @ H(q,00) unitér dquivalent sind, wobei H g o)
eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty in £2(0, 00)®C? und H, 0,0) DH (4,00)
eine selbstadjungierte Erweiterung von Ty in £%(0,a) ® C* & L%*(a,00) &
C? mit einer zusitzlichen Dirichlet-Randbedingung in = = a ist. Ferner ist
Oac(H(0,0)) = 0. Also sind die absolutstetigen Anteile von H (g ) und H g )
unitar dquivalent. Dies wird im Folgenden héufiger benutzt. C. Remling hat
auch den Einflufl des linken Randpunktes auf o,. untersucht [35].
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1.3 Operator mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt wird der konstante Matrixoperator

T:< d2p da:Q_'_q)
—W—FQ r

betrachtet, wobei p, ¢, r konstant seien. Der Definitionsbereich des zu 7
gehorenden maximalen Operators T in £2(0, 00) ® C? ist

D(T) = {(f1, f2)| fi € £L*(0,00), fi, f/sind lokal absolutstetig und f; € £2(0,00)}.

Mit Hy wird der selbstadjungierten Operator mit Neumann-Randbedingungen
bezeichnet, dessen Definitionsbereich

D(Ho) ={(f1, f2) € D(T)| f{(0) =0, i =1,2}

ist. Es ist bekannt, dass die Cosinus Transformation [15]

y— (Cy)(A \/7/ ) cos(Ax)dx

£2(0, 00) auf £2((0, 00), dA) unitér abbildet,und dass B = —-L; mit Neumann-
Randbedingung y (O) = 0 im Hilbertraum £%(0,00) unitir dquivalent zum
Multiplikationsoperator ' = C'BC* ist, wobei F' Multiplikation mit A\? im
Hilbertraum £2((0, 00), d\) mit

D(F) ={f € £2(0,00)| A*f()) € £L*(0,00)}
ist. Folglich ist Hy unitar dquivalent zum Multiplikationsoperator
C 0 cr 0
(5 ¢)m(T &)=
wobei A der Multiplikationsoperator mit

p 2 +q
:E2+q r

im Hilbertraum £2(0, 00) ® C? ist mit dem Definitionsbereich

D(A) = {(fl,fg) € L£%(0,00) ® C?| (xo x) (;;Eg) € L*(0, oo)®(C2}.
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Somit ist das Spektrum von Hj rein absolutstetig und
o(Hy) = o(A) = {\ € C|AI — A ist nicht bijektiv} = C\ p(A),

wobei

p(A) = {\ € C|(AT — A) " € B(£3(0,00) ® C2)}

ist.

Lemma 1.3.1 Der Operator A hat rein absolutstetiges Spektrum und

-
2

p+r

o(A) = A€C|/\:?i\/(Q+x2)2+<p

)2, z € [0, 00)

Beweis. Offensichtlich geniigt es zu zeigen, dass

dot (_ A=p  —(a®+ q))

(22 + q) Ny < z—:} ist keine Nullmenge Ve > 0}

o(A) = {)\ € R| {x € [0,00)]

Liegt A nicht in der rechten Seite, so existiert ein € > 0, so dass

det <_(Ax;fq> _(fg_t@)’ <5}

eine Nullmenge ist. Also gilt

det <_A_p _(xzﬂ))’ > e

{x € [0,00)]

(22 +q) A—7

fiir fast alle x € [0, 00). Folglich ist A — A invertierbar und (A — A)~! ist
der maximale Operator der Multiplikation mit einer Matrix, die fast iiberall

mit .
R ER)

iibereinstimmt. Wegen

dot (_ A=p (2 + q))

(22 +q) A—7r

-1
<e !

fiir fast alle z € [0, 00) ist

R\ — A) = D((M — A)™") = £2(0,00) ® C2.
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Folglich ist A € p(A).
Ist umgekehrt A € p(A), so ist R(\, A) der maximale Operator der Multipli-
kation mit einer Matrix, die fast iiberall mit

2 _1
(r= (e )
r°+q T

ibereinstimmt. Da R(A, A) ein beschriankter Operator ist, mufl es ein € > 0
geben derart, dass fiir fast alle x

(G ly R0

ist. Deshalb ist

{x € [0,00)]

(22 +q) A—1

dot (_ A=p  —(z%+ q))

<e}

eine Nullmenge, so dass A nicht in der rechten Seite der zu beweisenden
Gleichung liegt.

Lemma 1.3.2 Seim < 2 und

S

= (B € o AN + |25} Im =tz 2 0 B = M(a) = 25 + (g + ) + (

2
U A{E € o(A\Z — |55 [Hm=t{z 2 0| E = da(x) = 757 —
Dann ist Axs,, (A) unitir dquivalent zur orthogonalen Summe von m Kopien

des Multiplikationsoperator mit A im Raum L*(S,,,d\).

Dieses Lemma besagt, dass S,, der Teil des Spektrums ist, in welchem das
Spektrum von A genau die Vielfachheit m hat. S,, ist der Bereich der Werte
von Aj(x) und Ao(x), die m- fach angenommen werden.

p  2’+q
ZL‘2+Q r

eine selbstadjungierte Matrix ist, gibt es fiir alle x > 0 eine unitdre Matrix
T'(x) derart, dass

T(2)" (xzzjr q xQ:q) T(z) = <Aléx) )\Q?x))

Beweis. Da fiir alle z > 0
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ist. Folglich ist A unitér dquivalent zu My, (o) © M)y, (z), wobei My, (»), @ = 1,2
der Multiplikationsoperator mit \;(x) im Raum £2%((0, c0),dx) ist.

Sei nun 0 = a9 < a; = /]¢|] < ay = oo. Dann sind A;(z) und Ay(z) streng
monoton auf den Intervallen a;_; < x < a;, © = 1,2. Ferner reduzieren die
Réaume £3((a;_1,a;),dz) die Operatoren M)y, () und M), ;). Nun kénnen wir
wegen der strengen Monotonie die Transformation der unabhéngigen Varia-
blen benutzen um zu sehen, dass

My, )| 22(as 1,004y UDd My, @yl 22((ai_1 00) o)

unitér dquivalent zum Multiplikationsoperator My im Raum L?(I}, d\) bzw.
im Raum L£2(I?,d)\) sind, wobei

I ={\(@)| a1 <z <a;} und 7= {a(2)| a1 < 7 < a;}
sind. Insgesamt haben wir gezeigt, dass A unitir dquivalent zu
M| z21,an) @ Mal2z,any) © Male22,an) © Malzzz,an

ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Theorem 1.3.1 Flir jede selbstadjungierte Realisierung H, von T st das
Spektrum rein absolutstetig mit Ausnahme von endlich vielen FEigenwerten.
Bei Neumann und Dirichlet-Randbedingungen hat die zugehdrige selbstad-
jgungierte Realisierung keine FEigenwerte. Das absolutstetige Spektrum liegt
symmetrisch um ’% und im symmetrischen Fall 0 < p = —r qilt

QZO UaC(H) = (_
q<0: 04(H)

U +¢*)Y?,00) Vielfachheit 1
— (P24 M) U ((p* + ¢H)Y2, 00) Vielfachheit 1
U 2+ ¢®)Y?]  Vielfachheit 2

Beweis. Fiir jede selbstadjungierte Realisierung ist o,.(Hy) = 0ac(Hp), da
eine Anderung der Randbedingung eine Stérung der Resolvente vom end-
lichen Range ist. Fiir Dirichlet Randbedingungen kann man mithilfe der
Sinus-Transformation zeigen, dass Hp unitédr dquivalent zum Multiplikati-
onsoperator A ist. Die Aussagen iiber das singuldrstetige Spektrum und die
Eigenwerte werden wie in [9] bewiesen, siche auch Theorem [1.4.1.
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1.4 Der fast konstante Fall

In diesem Abschnitt besitzen p, ¢ und r eine Zerlegung der folgenden Gestalt:

f=/fo+ fi+ fo+ fr+ fe, wobei fy eine Konstante ist und
fi(@), fo(@), fi(x) = 0, f2, £, far fr fo € Llmit fo(z) = /fc(t)dt. (1.4.1)

Eine solche Darstellung wird auch in [9] verwandt. Sei H eine beliebige selbst-
adjungierte Erweiterung des Operators Ty mit fast konstanten Koeffizienten,
so sieht man, dass o4.(H) = ) ist und dass das absolutstetige Spektrum von
H das des konstanten Operators Hy mit den Koeffizienten p = pgy, r = 1y,

q = qo ist.

Theorem 1.4.1 Das singuldrstetige Spektrum von H st leer und der ab-
solutstetige Teil des Operators H ist unitdr dquivalent zu dem konstanten
Operator Hy mit den Koeffizienten p = pg, v = round q = qq.

Beweis. Da es sich um den fast konstanten Fall handelt, nehmen wir ohne
Beschriankung der Allgemeinheit an, dass po+rg = 0 ist, da das absolutstetige
Spektrum symmetrisch um w liegt.

a) Zuerst werden die bedingt integrierbaren Terme in (1.2.2) durch eine (1+
@) Transformation eliminiert. Basierend auf der Zerlegung der Koeffizienten
in 148t sich das System (1.2.2) in der Form

u = (Ag+ Ay + Ay + Ap + A)u

schreiben. Die Substitution u; = (1 + Q) 'u = (1 — Q)u (Q* = 0), wobei
Q = [ A.(t)dt ist, transformiert das obige System in

uy; = (Ag + Ay + Ay + R)uy,
wobel R = Ap + ApQ — QAy — QApQ ist. Hier wurde benutzt, dass
QAL = QA = QAL =A.Q = AQ = A,Q = A1Q =0
ist. Es gilt:

G 7. 00 000 0

| P ¢ 00 oo o0 o0
AQ=170 0 0 0 Q4o = 00 G p.
0 0 00 00 7 g
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0 0 0 0
0 0 0 0
QAQ=1" 956  prtd? 0 0

peret+ e’ 27Ge 00
Folglich ist R € £' und im fast konstanten und beschrinkten Fall nicht
relevant fiir die Asymptotik der Losungen von (1.2.2).
b) Sei
z € K(ho) = Ks(Xo) ={z € Ci| |z — Xo| <6},

wobei Ay € R beliebig vorgegeben ist mit
X0 # 030y + 4

Hier beinhaltet C, die reelle Achse. Die Eigenwerte des differenzierbaren
Anteils Ag(z, 2z) := (Ao + A1 + Az)(x, 2) sind gegeben durch [16]

(e, z) = [as+ ((ps = 2)(rs — 2)) )12
po(w,2) = —m(z,z2)
pa(r,2) = [as = ((ps = 2)(rs — 2) V212
pa(,2) = —ps(z,2)

Um eine Diagonalisierung fiir geniigend grofie x > a durchfiihren zu kénnen,
mufl man voraussetzen, dass es ein a > 0 gibt derart, dass fiir alle x > a
die pi(z,2) (i = 1,...,4) paarweise verschieden sind. Wegen ps(x) — po,
qs(x) — qo, rs(x) — ro fiir £ — oo konvergieren die Eigenwerte gegen die
von Ay. Folglich gibt es ein geniigend kleines § > 0 und ein geniigend grofes
a > 0 derart, dass fiir alle x > a, z € Kjs()\) alle Eigenwerte verschieden und
analytisch um Ao sind, da A2 # pZ, pg + ¢2 ist.

Im Folgenden wird angenommen, dass x > a und 6 > 0 geniigend klein
gewahlt ist.

c¢) Hier werden die gleichméfiigen Dichotomiebedingungen iiberpriift.

Seien p?(z2) die vier verschiedenen holomorphen Zweige von

MO(Z) = [QO + (poTO — z(ro +p0) + 22)1/2]1/2_

Da pq(x,z) und ps(x, z) stetig beziiglich = sind, geniigt es zu zeigen, dass
stets Re pif (2), Re(uf(2) —pd(2)), i # j, fiir alle z € K5(Xo) \R ein konstantes
Vorzeichen ungleich Null haben.

Da p°(2) holomorph um A € Ks(A\o) NR ist, gilt fiir alle A + ie € K5()\o)

(A — moFB0)eg
208 () (poro — Alro + po) + A)1/2
(A — moFB0)eg
203(N) (poro — A(rg + po) + A2)1/2

PN +ie) = pl(\) + +o(e)

p3(A +ie) = pg(N) - +o(e),
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wobel \/z = /rexpip/2 mit z = rexpip, ¢ €] — m, m, ist. Es wird
im Folgenden zusétzlich angenommen, dass Ay # ”’JFTPO ist. Folglich hat
Re 1i2(\g + 7€) ein konstantes Vorzeichen fiir alle 0 < ¢ < § und ist von Null
verschieden. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass Re(u9(2)) fiir alle z € Ks(\)
ein konstantes Vorzeichen hat. Nun werden folgende Félle unterschieden:

(a)

Fall: poro — Ao(ro + po) + A3 < 0

Es gilt 4 (Ao) = u3(No). Da die u?(No) (i = 1,...,4) paarweise verschie-
den sind, mufl Re u9(\g) # 0 sein. Folglich ist Re(uf(Xo) + p3(Xo)) =
2Re puf(N\o) # 0. Wegen der Reihenentwicklung von oben hat also
Re(ud( Ao + i) + pu3(No + i€)) fiir geniigend kleine € > 0 ein konstantes
Vorzeichen und ist ungleich Null.

Da

1 1 2Repud(N)
17(AN)  p3(Ao) 113 (No) 12

ist, und da Re(u{(Ag) — p3(No)) = 0 ist, hat fiir geniigend kleine € > 0
Re(ud(Xo+ig) — u3(Ao+1€)) ein konstantes Vorzeichen und ist von Null
verschieden.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt nun, dass die gleichméfligen Dichotomie-
bedingungen erfiillt sind.

+

£0

Fall: PoTo — )\0(7’0 —|—p0) + )\% >0
Ist Re(ud(Xo) +13(No)) = 0, so miissen u9(Ng) und p3(Ng) rein imaginir
sein. Also ist

1 1
(M?()\o) Mg()\o))
reell und von Null verschieden.
Ist Re(1(Xo) — 13(Xo)) = 0, so miissen wieder p?(X\g) und u3(Ao) rein
imaginar sein und folglich ist

rein reell und von Null verschieden.
Aus Stetigkeitsgriinden folgen nun die gleichméfigen Dichotomiebedin-
gungen.

d) Die Eigenvektoren u; von A, sind [16]

Uj = (rza Tz_l(M? - QS)v Tz_lluj(#? - QS)v rz,uj)t,
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wobei 7, 1= (ry — 2)/?

gegeben durch

ist. Die diagonalisierende Matrix Sy von A; ist also

r.ooTs r. r.

S p: pe P D r. = (re—2)"?

U e —mpe —pepe mape | b = (-2
1Tz —paTz 3T — 3T

Also ist Sy ' A.Sy = diag(p1, — g1, f13, —pt3), wobei

-1 -1 1

L p. (;ulpz)_l (:ul,rz)_
g1 7’2:1 p;_l _(,ulpz>:1 —(,Uﬂ“z)__l
0 Tzl _pzl _(MSPZ) ! (ILL?’TZ) !

it o=t (pep) Tt — ()

ist. Wir suchen jetzt Funktionen ¢y, ..., ¢4 mit
(S_lsl)ii = O, S = SQ diag(gol, e ,g04).

Dies erweist sich als niitzlich, wenn eine zweite Diagonalisierung durchgefiihrt
werden soll, da dann eine erneute Uberpriifung der gleichméfigen Dichoto-
miebedingungen nicht notig ist. Wegen

SIS = diag(pr!, - 0i )8y Sy diag(er, )
d ..
+ o diag(ln pq, - -+, Inpy)
muf
(55 '50)i = —(Ing;)

sein. Dies ergibt wegen

_ ! 1 /
(So ' Sp)ii = 5 (Hir=pz) [ (pir=p:)
folgende Differentialgleichungen

d d
—%(ln 901/2) = dr hl(,uﬁ“zpz)l/2
d

d
—%(IH%/O = %ln(ﬂ?ﬂ“zpz)m

Also erfiillen

PY1/2 = [:ulrzpz]_l/Qa P3/4 = [M?)szz]_l/Q
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die Differentialgleichungen. Folglich hat S—'S" die folgende Gestalt:

0 a ¢ d a = —inwm),
, a 0 d c b = —3(Inus),
—— 2(1 ) / (1.4.2)
c —d 0 b ¢ = o (L+4)(In =) ps,
—d ¢ b0} d = jo'(1-2)(In%) g,

Die Substitution u; = Sus, iiberfiihrt das System u;, = (As + R)u; in
= (A - SilSl + SilRS>u27 wobei A = diag(/'l’h —H1, 43, _:u3)

ist. Wegen
(ST EBuS)i; = @i (Sg Din(So)ijps
ist ST'RS € L£'(a, 00), wenn folgende Terme in £'(a, 00) liegen:

R, pL,u_l/Q ~1/2 <rs z>1/2 TLM—l/QM—l/Z (psz)1/2 qLu—l/Q,u—l/Z
: Ps—2 ’ v J Ts—Z ’ v J
1/2 1/2
Ry pl(’"S_j,) T (”—‘) p P P

—1/2 —1/2 —1/2 —1/2 (u)lﬂ —1/2 —1/2 <M>1/2

Y

Rij = (pNCFc + q~c2)ui K ’ chcM H Ps—z TCqCMz 22 rs—z
(1.4.3)
Da S := S5 in der Regel nicht in £! liegt, wird A — S modulo £ Terme
erneut diagonalisiert. Dieses Verfahren ist in [17] und in [9] im Detail be-
schrieben. s sei § = S, +S5; mit S € £! und es seien p; € L' (a,00),i = 1,2
und es gelte

lim sup(u(a, 2) = (. 2)) " Su(a, )| = 0, (14.4)
I [, 2) — () Sl Dl < male), (145)
i, 2) = 2, D) S I < o), (L46)

i # 7. Dann transformiert us = (1 + B)ug das System
= (A — S+ ST'RS)uy
in 3
ug = (A, 2) + R(z, 2))us,
wobei ||R(x, 2)|| < ps(z) € £ (a,00) und
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ist. Da nach Voraussetzung gs, ps, rs beschrénkt sind, erlauben die Voraus-
setzungen (1.4.1) eine zweite Diagonalisierung. Da hier R € L ist, folgt aus
dem Satz von Levinson, dass das System

uy(z, 2) = (A(z, 2) + R(z, 2))us(z, 2)

Losungen der folgenden Form

vi(x, 2) = (ep + ri(x, 2)) exp /:v wr(t, z)dt

hat, wobei e der k-te Einheitsvektor ist und 7 (x, z) beziiglich z stetig und
beziiglich z analytisch ist. Ferner strebt ri(z, z) gleichméBig beziiglich z gegen
Null fiir z — oo. Also hat u'(z, z) = (As+ A+ A.)u(z, 2) folgende Losungen

Yi(z,2) = (14+Q)S(1 + B)(ey + ri(z, 2)) exp /x pr(t, z)dt.

Da hier S beschréinkt ist und sowohl B(z, z) als auch Q(z) gleichméfig in
z gegen Null streben, hat das urspriingliche System Losungen der folgenden
Gestalt

Yi(z,z) = Sodiag(pr, - - -, @a) (e + 7(z, 2)) exp/ pr(t, z)dt,  (1.4.7)

wobei 7 (z, z) dieselben obigen Eigenschaften wie ri(z, z) besitzt. Folglich
ist Yi(., 2) € L3, (a,00) genau dann, wenn

A

ist. Wegen ps — po, s — To, ¢s — qo ist Yi(.,2) € L3 (a,00) genau dann,
wenn Re pd(z) < 0 ist. Da Re pd(2) = 0 nur fiir reelle 2 sein kann, ist der
Defektindex (2,2).

Ty
Pz

p:

+

z

) || ! eXpQRe/ i (t, z)dt} dxr < oo (1.4.8)

e) Seien
T
o (1F — gs) < /"” :
Yi(z,z) = SR i+ ri(x,z)| ex it 2)dt (i=1,3
(z,2) Tzlm(uf—qs) 2 (,2) p i pi(t, 2) ( )
T2l

die beiden £? (a,c0)-Losungen fiir Im z > 0. Die M-Matrix des Hamiltoni-
schen Systems (1.2.2) auf [a,00) mit Dirichlet Randbedingung im Punkte a
geniigt der Gleichung

) @At = (),
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wobei L eine noch zu bestimmende 2 x 2 Matrix ist. Folglich gilt

-1 2 —1 2
M(z) = KW“Z (i —as) vzt ps(ps qs)903>+R1]
P1Tz 1 T2 l39P3

-1
ng01 TZ()OB
* _ + R
Kr Yuf—aqs)er 72 (u%—qs)s%) 2]

= A 1 B+R2) y

1 3 1 3

r r r r
— 3 3 R 1 1
Ty T4 Ty T2

ist. Im beschrénkten und fast konstanten Fall konvergiert sowohl R;(a, 2) als
auch Ry(a, z) gleichméBig in z gegen Null fiir a — co. Da A, B invertierbar
fiir alle z € Kj()\o) sind, gilt fiir alle z € Ks5()\g), wenn |ReB7Y| < 1 ist,

M(z) = (A+R)B I+ R,B™H)™!

wobel

= (A+R)B'(I+ i(—RQBl k

— (A+R)BYI - (I+RyBY)R,B™Y)

= (A+R)B'(I - Ry)

— AB'(I - Ry+ BA'R\B™' — BAT'R,B7'R,).
Im beschriankten und fast konstanten Fall existiert M (z) fiir alle z € Ks(\g)
und es gilt fiir alle z € Ks()\o)

M(z) = AB™H(I + Mi(a, 2)), (1.4.9)
wobei M (a, z) gleichméBig in z fiir a — oo gegen Null strebt. Ferner ist
p2 pi—as
My(z) := AB™! = (ﬁj@;; :) : (1.4.10)
M3—H1 3L

f) Hier sollen die Aussagen iiber das stetige Spektrum bewiesen werden. Im
Folgenden sei \/z := /T expip/2, wobei z = rexpip mit r # 0, p €] — 7, 7]
ist.

1. Fall: \y € (\/ma 0)

Es gilt:

AolE
pa (e, Ao +1ig) = —\/qsﬂ/A%—pi— o + o(e)

24+ VR~ /R

AolE
ps(z, Ao +ig) = i\/Wﬁ—p?—qs— o +o(e).

2\/\/A3 — P2 = 4s\/ N5 — p?
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Folglich hat Ly = Ay eine £ (a, 00) Losung. Ferner ist lim. o4 Im (mlf%) >
0. Also ist Rang(lim. o Im M (A\g+ic)) > 1. Daraus ergibt sich, dass o4.(H)N
(VP2 + g3, 00) = 0 ist, da sich die Eigenwerte in (1/p2 + ¢3, 00) nicht hiufen.

Ferner ist (1/pg + ¢3,0) C 0ac(H) und die spektrale Vielfachheit in (1/p3 + ¢2, 00)
ist 1.

2. Fall: Ao € (|pol, V2§ +43), ¢ <0
Es gilt:

.
p (2, Ao +ig) = —\/qs+\/)\3—p§— 0% +o(e)

24 + VA - 2V~ 2

N
pa(r, Ao + i) = Jqs — N —p? - +o(e).

20~ VR - BVR

Da det(lim._ Im My(Ag + i€)) > 0 ist, muBl Im M (Ag) > 0 sein. Also ist

0s(H) N (|pol, vPo + q0) = 0 und (|po|, /P2 + ¢2) C 0uc(H). Ferner ist die
Vielfachheit des absolutstetigen Spektrums in (|po|, /P2 + ¢3) gleich 2.

3. Fall: Xy € (—|pol, [pol)

Es gilt:

.
(N +ig) = —\/qs+\/)\(2)—p§— 0% +o(e)

24+ V- 2V~ 2

N
ps(x, Ao +ie) = —\/qs—\/)\%—pgjt 0 + o(e).

20~ VR BVR

Folglich hat Ly = Aoy zwei linear unabhéngige £% (a, c0) Losungen. Also ist
(—=Ipol, Ipol) No(H) = 0.

Die anderen Fille werden analog behandelt.
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Der beschrankte Fall

In diesem Abschnitt soll das Theorem [1.4.1 fiir den beschriankten Fall verall-
gemeinert werden. Es seien also p = p; +pa+pr + 0, ¢ =1 + @2 + qr + e
und r = ry + ro + rg, + r. beschrinkt und es gelte

1" /2 1" /2 " l2 ! ! ! ~ ~ ~ 1
p17p1 ’T17r1 7Q17q1 7p27QQ7r27pca(.IcarcapL7QL7TL S E . (1411)

Es wird ferner ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass
P2, Q2,72 — 0 fiir  — oo0. Da py, ¢y, r; integrabel sind, konvergieren ps,
G2, T2 gegen eine Konstante und diese Konstanten kénnen wir dann zu py, q1,
r1 addieren. Ferner folgt aus p|,p2, 7,772, q;,q7> € L' py,qy,7; — 0. Sei nun

1/2
c. = lim %(ps + ) (z) — G(ps —r5) + CJf) (z)

1 1 , ) 1/2
Cy = lim §(p5 + TS)(x) + (Z(ps - TS) + qs) (x)7

wobei ps = p1 +p2, ¢s = q1 + g2 und r4 = r1 419 ist. Mit denselben Methoden
wie im fast konstanten Fall erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 1.4.2 Der Defektindex von T ist 2. Sei Z = (—o0,c_) U (¢4, 00).
Dann gilt os.(H)NZ = 0, Z C 04.(H) und die Vielfachheit des absolutstetigen
Spektrums in Z ist 1. Ferner kénnen sich mdgliche Eigenwerte in Z nicht
haufen.

Beweis. Die Aussagen iiber das stetige Spektrum beweist man wie im Theo-
rem 1.4.11 Sei z € Ks5(\g), Im 2z > 0 und seien Y;(., 2), Y3(., z) die quadratin-
tegrierbaren Losungen. Da nicht reelle z’s keine Eigenwerte sein konnen, ist
die 2 x 2 Matrix (ay,a9)(Yi(a, 2),Y (a, 2)) reguldr. Aus dem Identitdtssatz
iiber holomorphe Funktionen folgt nun, das sich die Eigenwerte nicht haufen
konnen.
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1.5 Operatoren mit kompakter Resolvente

Es ist wohlbekannt, dass der Schrodingeroperator D = —%Jrq fiir g(x) — oo
eine kompakte Resolvente besitzt und somit rein diskretes Spektrum hat.
Im folgenden Theorem soll diese Aussage benutzt werden, um zu zeigen,
dass im Falle ¢(z) — oo jede selbstadjungierte Realisierung von Tj eine
kompakte Resolvente besitzt und somit rein diskretes Spektrum hat, falls
p,7 = 0(q) und D(D) = D(—%) N D(q) ist. Evans und Zettel [18] zeigten,
dass D(D) = D( a )N D(q) ist, falls

T da?

d
q(z) > —K, ’d—q(:c) < alq(z)]*?  fiir ein o € [0,2).
T

Dies ist eine Wachstumsbedingung fiir ¢ und ist erfiillt fiir Funktionen wie
zum Beispiel exp(z¥), exp(exp(z¥)) und einfache Potenzen.

Theorem 1.5.1 FEs gelte q(x) — oo. Sei ¢ > 0 und D, sei eine selbstad-
i < a2 ; ; 2
jungierte Realisierung von —+— + q im Hilbertraum L*(a,00) und es gelte

D(D,) = D(—-%,)n D(q) fiir alle a > c. Dann gilt:

T dx?

(a) Ist p,r = o(q), so hat jede selbstadjungierte Realisierung von Ty eine
kompakte Resolvente.

(b) Es gelte D(q) C D(p) N D(r) und D(p) D D(q"?) im Hilbertraum
L?(a,00) fiir alle a > c. Ist 7 = o(q?), so besilzt jede selbstadjungierte
Realisierung von Ty eine kompakte Resolvente.

(c) Es gelte D(q) € D(p) N D(r) und D(r) D D(q"/?) im Hilbertraum
L?(a,00) fiir alle a > c. Ist p = o(q¢?), so hat jede selbstadjungierte
Realisierung von Ty eine kompakte Resolvente.

Beweis. Da das wesentliche Spektrum durch Hj, ., bestimmt ist, geniigt es
also zu zeigen, dass fiir geniigend grofie a > c,

<£a 12“) (1.5.1)

eine kompakte Resolvente besitzt. Da jede selbstadjungierte Realisierung von
Ty dasselbe wesentliche Spektrum besitzt, muf folglich jede selbstadjungierte
Realisierung von 7Tj rein dikretes Spektrum haben und somit eine kompakte
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Resolvente besitzen.
Es gilt fir alle (f1, f2) € D(D,) x D(D,):

p DN\ (A [ 0 DN 1 DD\ (DY 0 fi
D, r)\f) \DY* o D2 pD, ? 1 0o D) \[f)’

Da mit D, auch Dy/? eine kompakte Inverse besitzt, geniigt es also zu zeigen,
dass

< 1 D071/2701)071/2

D671/2101);1/2 1 ) in B(L*(a,00) x L*(a,00))

invertierbar ist. Da Dy /*rDy " und Dy 2pD; Y2 Jaut Voraussetzungen in
allen drei Féllen beschrinkte Operatoren sind, ist dies nach Lemma 2.1 in
[32] genau der Fall, wenn

1— 1)(1_1/27“1);1}91);1/2 in B(L[a,o0))

invertierbar ist.

Zu (a) Da man

12 12

(P22 < ' " 2D 12|

[¢/2D2) und [P0 2| < ]
q

beliebig klein wéhlen kann fiir geniigend grofle a > ¢, besitzt (1.5.1))
eine kompakte Inverse.

Zu (b) Da ngl/z, 7“1/217(;1/2 beschriankte Operatoren sind und da man

r1/2

/2D < ' 1D

q

beliebig klein wihlen kann fiir geniigend grofie a > ¢, besitzt
eine kompakte Inverse.

Zu (c) Wird analog zu (a) bewiesen.
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1.6 Unbeschrankte Koeffizienten

In diesem Abschnitt wird mithilfe der asymptotischen Integration das stetige
Spektrum einer selbstadjungierten Realisierung H von T im Falle |¢(z)| —
oo untersucht. Im Folgenden besitze p, ¢, r eine Zerlegung wie oben:

f=h+fotfotfo=fot fo+f. mitfocLh

Ferner soll angenommen werden, dass f; ~ f ist, d.h. es gibt ein a, K > 0
mit
K f(x)| < |fi(z)] < K|f(z)| fiir alle 2 > a.

Falls p beschrankt ist, definiert man

py = limp(z) und p_ = limp(x).

In offensichtlicher Notation gilt:

o(H(p,7,q)) = o(H(r,p,q))

und
o(H(p,r,q)) = —o(H(=p,—1,q)).

Dies gilt fiir alle Teile des Spektrums, da die Symmetrien durch unitére Trans-
formationen induziert werden. Wegen dieser Symmetrie kann man, falls nur
einer der Koeffizienten p, r beschrinkt ist, immer annehmen, dass p be-
schriankt ist. Hier sollen nur ein paar exemplarische Beispiele besprochen
werden.

In den zu untersuchenden Fillen sind die gleichméffigen Dichotomiebedin-
gungen immer erfiillt. Da immer fiir ein festes > a py/3(z, A 4 i) um A
holomorph ist, kann man /i /3(x, A+ie) um A entwickeln und wie im fast kon-
stanten Fall zeigen, dass Re(p;(z, 2) £ us(x, 2)) ein konstantes Vorzeichen fiir
x > aund z € K hat. Vorab soll ein technisches Lemma bewiesen werden,
das im Folgenden hiufiger verwandt wird.

Lemma 1.6.1 Es sei f > 0 auf RT differenzierbar und es gelte f(x) — oo

fiir x — oo. Ist % beschrdnkt, so ist

1

=50

eXpQ/gC f(t)dt

nicht quadratintegrierbar.
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Beweis. Es gilt:

in x:_f’(:c) T) — 00
d:cl I(x) o) +2f(x) :

Folglich kann I nicht quadratintegrierbar sein.

’

Theorem 1.6.1 Es sei p beschrinkt, r,q — oo mit r = o(q*). Ferner sei %
beschrdankt und es gelte

/ ! /
92 Py Ty 1
(q’p+1’r> € L
" 12 /. ! I !

P, oo o PP gt P lq|*/? c [l
PI+12 g 7 0 pPHL @20 2 ) (r(lpl+1)1/2 ’ (1.6.1)

L\/W\/&a L\/;\/aa L\/& )

c L

va\/ ‘p‘:17fc %a(jc
Dann st der Defektindex von Ty gleich 2 und das Spektrum ist diskret in

(—OO,p_) U (p-f—v OO)

Beweis. Sei A\ € (p;,00) U (—o0,p_). Dann gilt fiir geniigend groBe z > a

o Vs = 2)(rs = Xo) [, ie(rs 4 ps — 2X0) .
Nl(ﬂf, )\0 + ZE) - \/q_s (1 + 2qs (1 2(7"3 — AO)(ps — )\0)) + )

1_ \/(ps—)\o)(rs—)\o) (1_ Z.€(Ts+ps_2)\0) )+>

ps(z, Ao +i€) = /g5 ( 24 2(rs — Xo)(ps — Ao)

Es ist

V (ps = Xo)(rs = Ao)
Vs

| — ps| =~

Also sind die Bedingungen fiir die asymptotische Integration wegen (1.4.3),

, (1.4.5) und (1.4.6) durch (1.6.1) gegeben.
Fiir alle ¢ > 0 und z = \g + i¢ gilt :
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(a)

ante ol ~ [
w
/q;/Qexp (—2/ a3t )dt)dx

2
Q\
S

K
» =
~
[\]
D
>
o]
/T\
[\
Q\&
{
[\&]
=
~
~__

QL

=

IN

Wil ~ [ (

AV
z\.>
8
i
vy
—
~
(Y]
D
>
o]
Y
[\
Q\Q
=)
» =
~
(Y]
=~
S~—
QL
~
N——
QU
5]

Sei
I(z) = ¢ Y? exp2/ 2 (t)dt,

dann folgt aus Lemma [1.6.1, dass Y7 und Y3 nicht quadratintegierbar sind.
Deshalb ist der Defektindex von Ty gleich 2 und Ty = Mgy hat zwei line-
ar unabhingige £? Losungen und somit hat H in (—oo,p_) U (p4,00) rein
diskretes Spektrum.

Theorem 1.6.2 Es sei p beschrinkt, q,r — oo mit ¢°> = o(r) und es gelte

! ! !
92 P2 T2 1
(52 2) - o

" " r/ /2 /2

(% 2 2 5, 2, 5 (ol + ) e £, .
PLy/ i TV v dE ((lpl + 1yr)=14 e L,

770 §7ﬁc ‘mﬁaqﬁvc E £1.

Dann ist der Defektindex von Ty gleich 2 und in (py,00) liegt ein rein diskre-
tes Spektrum vor. Ferner ist (—oo,p_) C 0.c(H) und os.(H)N (=00, p_) = 0.
Die mdéglichen Eigenwerte in (—oo,p_) sind isoliert.



28 Spektrale Eigenschaften eines Matrixoperators

Beweis. Sei \g € (—o0,p_) U (p4,00). Dann gilt fiir geniigend grofie x > a:
J251 (l‘, )\0 + 25)

— 4 _ _ qs __ie(rs+ps—2X0) .
—= \/<Ts AO)(pS )\0) (1 + 2\/(7‘57)\0)(1)57)\0) 4(7,,3_)\0)(])5_)\0) + )

ws(x, Ao + i€)

ie(rs+ps—2Xo0)

— 44 _ _ _ s — .
e Z\/(’rs AO)(pS )\0) (]— 2\/(7"3—)\0)(1)3—)\0) 4(7“5*)\0)(175*)\0) + )

Folglich ist ;| = v/|7xl|Pao| und |pr £ ps| = /|72 ||Pao]- Also sind die

Bedingungen der asymptotischen Integration wegen (1.4.3), (1.4.4), (1.4.5)
und (1.4.6) durch (1.6.2) gegeben.

Sei A\g € (p4,00). Dann gilt fiir geniigend grofie z > a und z = A\g+ig, € > 0:

o Txo Pxo 1 ‘
o2 = [ (— —)7exp(—2 [ Vi |dt)da:
a Pxo o V |T>\0||p)\0| a ’ ’

Cry — Aol + |ps — A r
/ Irs = ol + Ip 0|\/|TA0||pAo|€Xp<—2 / \/|TA0||pAo|dt)d$

I7s — Aol [ps — Ao
< ¢ [ Vinlowlew (—2 / \/|7”Ao||pAo|dt) dz
< Q.

Analog zeigt man, dass Y;,4(x, ) nicht quadratintegierbar sind. Also ist der
Defektindex von Tj gleich 2 und man hat in (p,, 00) rein diskretes Spektrum,
da Ty = A\gy zwei linear unabhéngige quadratintegierbare Losungen hat.
Sei nun \g € (—o0,p_). Wie oben kann man zeigen, dass fir alle e > 0
Ys(., 2) quadratintegierbar und Y;(., z) nicht quadratintegrierbar ist. Da der
Defektindex gleich 2 ist, muf fiir Im z > 0 Yj(., 2) quadratintegrierbar sein.
Fiir geniigend grofle a > 0 ist

2
lim Im P(a)

> 0.
0 a,2) + puala, 2)

Da die Eigenwerte von gleicher Gréflenordnung sind, kann man wie im fast
konstanten Fall die M-Matrix mit Dirichlet-Randbedingung im Punkte a be-
rechnen und zeigen, dass M (z) = My(z)(1+M;(a, 2)) fiir alle z € Kj existiert
und M;(a, z) gleichméBig in z € Kj fiir a — oo gegen Null konvergiert. Wie
im fast konstanten Fall folgt (—o0o,p_) C 0ac(H) und (—oo,p_)Nos(H) = 0.
Ferner ist die Vielfachheit des absolut stetigen Spektrums in (—oo, p_) gleich
1.
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Theorem 1.6.3 Es gelte |p(x)|, ()], q(x) — o0 und (14n)|pr| < q*,n>0.

Ferner sei qs beschrinkt und es gelte (1.6.1). Dann ist der Defektindex von
Ty gleich 2 und H hat rein diskretes Spektrum. Damit die gleichmdf$igen
Dichotomiebedingungen modulo L erfiillt sind, bendtigt man im Falle pr < 0,
dass p +r ein konstantes Vorzeichen modulo L'-Terme hat.

Beweis. Der Beweis wird wie im Falle p beschrinkt und r = o(¢?) gefiihrt.

Theorem 1.6.4 FEs gelte |p|,|r|, |q| — oo, pr > 0 und (1+n)¢> < pr, n > 0.
Ferner seien ™= und %S beschrinkt und es gelte (1.6.2). Dann gilt:

(a) Ist (TST”L;';,SM € LY, so ist der Defektindex von Ty gleich 3 und es liegt ein

rein diskretes Spektrum vor.

(b) Ist (”ST‘LPBSM ¢ L', so ist der Defektindex von Ty gleich 2, os.(H) = 0,

0ac(H) = R und die Vielfachheit des absolutstetigen Spektrums betrigt
1.

Beweis. Sei \; € R. Dann gilt fiir z = A\g + 2, ¢ > 0, und fiir geniigend
grofle x > a:

s ie(rs + ps)
= & 1 — ...
p(, 2) T sps ( +5 0 I, + )

. qs Z.E(Ts + pS)
— ivroo 1= — )
[Lg(ZL‘, Z) 14/TsPs ( 9 ,—psrs 47“3295 + )

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnte man Ag in r und p absorbieren.
Nun ist fiir alle € > 0 Ya(x, A\g + ic) wegen

1Ya(z, Ao + i8)||* = / (|T8+p5|\/psrse><p 2/ \/psrsdt> dx

DPsT's
< / (\4/p5r5 exp —2/ w‘*/psrsdt) dx
< o0

quadratintegrierbar. Sei

I(x) = eXpQ/ psrsdt.

1
V/DsTs
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Dann folgt aus Lemma 1.6.1, dass Yi(z, Ag + i) fiir alle ¢ > 0 nicht quadra-
tintegrierbar sein kann. Ferner ist fiir alle ¢ > 0

o _ [ Irs +psl e [ rs+ps
V34| N/a <(ps7“s)3/4 eXpiz/a (psrs)3/4dt da.

Also hat man im Falle (p s+;3s/ . € L' drei gleichméBig in z quadratintegrierbare

Losungen. Aus einer Erweiterung des Theorems 5.1 von [35] folgt nun die

erste Aussage. Im Falle (prsr+§’3s/4 ¢ L' ist der Defektindex von Ty gleich 2 und

wegen Ranglim. o, Im M (X + ic) > 1 folgt nun die zweite Aussage wie im
fast konstanten Fall.

Theorem 1.6.5 Es gelte |pl, |r], |q| — oo, pr < 0, (1+n)¢®> < |pr|, n >0

und (1.6.2). Ferner seien ™= und % beschrdnkt. Dann ist der Defektindex von
Ty gleich 2 und es liegt ein rein diskretes Spektrum vor.

Beweis. Wie in Theorem [1.6.2 kénnen wir zeigen, dass wir zwei gleichméfig
in z quadratintegrierbare Losungen haben. Wegen

dd In exp2/ V |psrs|dt — oo
x

mufl der Defektindex von T} gleich 2 sein. Da sich die Eigenwerte in R nicht
hédufen kénnen, besitzt also H rein diskretes Spektrum.

Theorem 1.6.6 Es gelte —q, ||, |p| — oo, (1 +n)pr < ¢*, n >0 und es sei
pr > 0. Ferner gelte (1.6.1). Dann gilt:

(a) Ist —2=t2:L_ ¢ £l 5o ist der Defektindex von Ty gleich 4 und somit

\/mv |QS

hat H rein diskretes Spektrum.

(b) Ist —2d®el_ @ £1 50 ist der Defektindex von Ty gleich 2, R C oae(H),
psrs\/ |QS

os.(H) = 0 und die Vielfachheit des absolutstetigen Spektrums betrdigt
2. Ferner besitzt H keine eingebetteten Figenwerte.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass
p+r > 0ist. Sei A\g € R beliebig vorgegeben. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 und
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geniigend grofle x > a:

e do+ic) ~ Vg

ps(z, Ao +ie) ~ /g
Folglich ist

Yi(z, Ao +ie)|| = [[Ya(z, Ao + ie) |

T

/OO _TsPs t s exp (—E/ _TsPs t s dt) dx
a \/psrs V ‘QS‘ 2 a \/psrs V |QS‘

Q

und

IYa(2, Ao +i)|| = [[Ya(z, Ao + ic) |

Q

/OO _TsHDPs exp <E /ﬂ»‘ _Ts P dt) dx
a \/psrs V |qs| 2 a \/psrs V |QS|

Also ist fiir % € L! der Defektindex von Ty gleich 4 und somit hat H
eine Hibert-Schmidt-Resolvente. Also liegt ein rein diskretes Spektrum vor.

Ist % ¢ L' so ist offensichtlich der Defektindex von Tj gleich 2. In

diesem Fall existiert fiir geniigend grofie a lim. o M (Ao + 7€) und wegen
det lim, oy Im My(Ao +ig) > 0 ist lim._ oy Im M (Ao +ie) > 0. Daraus folgen
in diesem Fall die Aussagen iiber das stetige Spektrum. Da alle 4 Losungen
Y:(Ao, ) nicht quadratintegrierbar sind, kann H keine eingebetteten Eigen-
werte haben.

Theorem 1.6.7 Es gelte —q, |p|,|r| — oo, (1+n)|pr| < ¢* n > 0 und es
sei pr < 0. Ferner gelte (1.6.1). Dann gilt:

(a) Ist Vipere]

i € LY, so ist der Defektindex von Ty gleich 4 und es liegt ein
q

rein diskretes Spektrum vor.

(b) Ist —palrsl ¢ L', so ist der Defektindex von Ty gleich 2 und es liegt

V |ps7's| V |qS‘

ein rein diskretes Spektrum vor.
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Beweis. p1/3(., 2) haben dieselbe Gestalt wie in Theorem [1.6.6 . Es gilt:

HY&/Q(.T,Z>”2 ~ ”}/;1/3<'T72>”2
[l lnd ( [ \/|pssdt>
o /|psTs] \/|qs Vsl

Nun ist fiir geniigend groBe x > a |ps| + |rs| < |ps7s| und folglich hat man im

Falle ~ zlasrls € L! 4 gleichmé#Big in z quadratintegrierbare Losungen. Also ist
qs
der Defektindex von T} gleich 4 und H hat rein diskretes Spektrum.

Sei nun —2EP=l_ ¢ £1 50 sind Yy (2, 2) und Yj(x, z) nicht quadratintegrier-
\V |p57’s Y\ |QS

bar. Also ist der Defektindex von Tq gleich 2 und man hat 2 gleichméfig in
z quadratintegrierbare Losungen. Folglich liegt ein rein diskretes Spektrum
Vor.
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Kapitel 2

Absolutstetiges Spektrum eines
kanonischen Systems

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird das absolutstetige Spektrum des diskreten kanoni-
schen Systems
J(Ynt1 — yn) = 2HpYn (2.1.1)
untersucht, wobei J, H, € C?*¥2d o ¢ C* > ¢ C, H, > 0 und J =
0 —1
1 0
dingung wird benotigt, um das zu (2.1.1) gehérende Randwertproblem formal
symmetrisch zu machen.
Diskrete kanonische Systeme sind ein sehr allgemeiner Zugang. Wir werden
spéter sehen, dass wir jede formal symmetrische diskrete skalare Gleichung
von gerader Ordnung als ein diskretes kanonisches System auffassen kénnen.
Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist:

ist. Es wird ferner angenommen, dass H,JH, = 0 ist. Diese Be-

Theorem 2.1.1 Sei S,, die Menge, auf der (2.1.1) absolutstetiges Spektrum
mit exakt der Vielfachheit m (1 < m < d) hat. Sei ferner n; € N eine
beliebige Folge mit lim;_,.om; = oo. Dann existieren fir fast alle X € S,
d+m linear unabhingige Lisungen yi, -+, Yarm von J(yp(n+1) —yr(n)) =
MH (n)yx(n) mit

lim inf gz (n) H (n;)yr(n;) < oo

J—00

firk=1,---,d+m.
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Die genaue Definition von S,, wird spéter gegeben.

Vereinfacht gesprochen, hat man in einem schwachen Sinne d+m beschrank-
te Losungen, wenn absolutstetiges Spektrum mit der Vielfachheit m vorliegt.
Dies bestitigt eine allgemeine Vorstellung iiber das absolutstetige Spektrum.
Hat man absolutstetiges Spektrum mit der Vielfachheit m, so erwartet man
2m Losungen von konstanter Grofle, d — m fallende und d — m wachsende
Losungen. Also erwartet man 2m + d — m nicht anwachsende Losungen, wie
im Theorem [2.1.1 behauptet.

Theorem 2.1.1 ist eine Verallgemeinerung eines fundamentalen Ergebnisses
von Last und Simon ( Theorem 1.2 in [28] ). Last und Simon beschéftigten
sich mit dem eindimensionalen Schrodingeroperator. Mit derselben Strategie,
wie sie Last und Simon verfolgen, wird das Theorem 2.1.1 bewiesen. Dass das
Spektrum nicht mehr einfach zu sein braucht, fithrt zu neuen Effekten, die
genauer untersucht werden miissen. Speziell mufl im Detail der Effekt unter-
sucht werden, der durch eine Variation der linken Randbedingung verursacht
wird. Dies wird dann als ein Problem in der komplexen symplektischen li-
nearen Algebra formuliert und in Abschnitt 2.6 gelost.

Es wird hier mit kanonischen Systemen gearbeitet, da Theorem 2.1.1/in ei-
nem moglichst allgemeinen Rahmen bewiesen werden soll und nicht nur fiir
skalare Gleichungen von gerader Ordnung. Im Falle d = 1 ist allgemein be-
kannt, dass stetige kanonische Systeme aus verschiedenen Gesichtspunkten
wichtig sind. Zum Beispiel werden de Brangesche Rdume von kanonischen
Systemen erzeugt [37], [6]. Ferner kann man die Sturm-Liouville, Dirac und
Jacobi Gleichung als ein kanonisches System auffassen. In [4] und [38] werden
kanonische Syteme von beliebiger Ordnung 2d untersucht. Die Literatur im
Falle d = 1 ist viel umfassender. Hier sei nur verwiesen auf den Aufsatz von
S. Hassi, de Snoo und H. Winkler [22] und die dort zitierte Literatur.

Da dem Verfasser nicht bekannt ist, dass eine systematische Behandlung
von diskreten kanonischen Systemen bisher durchgefiihrt worden ist, wird
hier eine Theorie fiir diskrete kanonische Systeme, soweit sie ben6tigt wird,
entwickelt. Die hauptséchliche Schwierigkeit liegt in der Konstruktion eines
selbstadjungierten Operators dessen Eigenwerte die des Systems (2.1.1)) sind.
Dieses Problem wird #hnlich wie in Kapitel 10 in [37] gelost.

Es ist sogar noch schwieriger, die Zusammenhéange zwischen den verschiede-
nen moglichen Definitionen der Spektralmafle auf der Halbachse zu kléren.
Hier soll aber keine griindliche Analyse dieses Problems vorgenommen wer-
den. Fiir uns hier ist nur wesentlich, dass bei einer Anderung der Randbedin-
gung der absolutstetige Anteil des Spektralmafles invariant bleibt. Es wird
hier eine moglichst einfache Definition des Spektralmafles benutzt, die es uns
ermoglicht, die gewiinschte Invarianz des Spektralmafles mit einem Resultat
von Gesztesy und Tsekanovskii [21] zu beweisen.
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Die oben erwiahnten Probleme werden in den Abschnitten 2.2 - 2.5 behan-
delt.Der Abschnitt 2.6 ist wesentlich fiir die hier gewéhlte Vorgehensweise.
Dort werden Probleme aus der komplexen symplektischen linearen Algebra
diskutiert. Das Theorem kann dann im Abschnitt 2.7 bewiesen wer-
den. Zum Schlufl wird nochmal gerechtfertigt, warum der Rahmen der ka-
nonischen Systeme gewahlt wurde. Im Abschnitt 2.8 wird gezeigt, dass jede
symmetrische diskrete skalare Gleichung von gerader Ordnung in ein diskre-
tes kanonisches System umgeschrieben werden kann. Die Ergebnisse dieses
Kapitels stammen aus meiner gemeinsamen Arbeit mit C. Remling [20].
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2.2 Spektraltheorie auf endlichen Intervallen

In diesem Abschnitt wird das zu (2.1.1) gehérende Eigenwertproblem auf
einem endlichen Intervall n € {1,---, N} untersucht. Zunéchst definiert
man den endlich dimensionalen Hilbertraum ¢4 ({1,--- , N}), dessen Elemen-
te Aquivalenzklassen von Funktionen v : {1,--+, N} — C?? sind, und dessen
Skalarprodukt durch (y, z) = 25:1 y* H, 2, gegeben ist. Funktionen v,y mit
ly —y'|| = 0 werden im Hilbertraum ¢4 identifiziert.

Es treten offensichtliche Probleme auf. Zunéchst einmal sollte der zu (2.1.1)
gehérende Operator formal durch (Ty), = H,'J(yni1 — yn) gegeben sein.
Aber H,, ist nicht invertierbar. Versucht man Ty = f dadurch zu definieren,
dass J(Yns1 — yn) = H,f, erfiillt sein soll, so ist es weder klar, dass jedes
y € (i ein Bild f = Ty beziiglich des Operators T besitzt, noch ist klar, dass
dieses Bild, wenn es existiert, wohldefiniert ist, da verschiedene Repréisentan-
ten von y € (& unterschiedliche Bilder f haben kénnen.

Diese Probleme werden in diesem Abschnitt gelost. Es wird dhnlich wie in
Kapitel 10 in [37] verfahren.

Zuerst werden die zu (2.1.1) gehorenden Randwertprobleme elementar ohne
Zuhilfenahme eines Operators T' definiert und spéter wird das Randwertpro-
blem mit einem selbstadjungierten Operator definiert auf einem Unterraum
von ¢4 in Verbindung gebracht.

Zunéchst wird die Greensche Identitéit bewiesen. Diese wird benotigt, um
selbstadjungierte Realisierungen mithilfe von Randbedingungen zu beschrei-
ben. Geht man von folgenden Differenzengleichungen

J<yn+1 - yn) = H, fn, J<Zn+1 - Zn) = Hyg,
(n=1,---,N) aus, dann gilt

* n=N+1
W, 9ucn vy — 2 vy = Und 2| - (2.2.1)

Interpretiert man nun f als Ty und g als Tz, so besagt diese Gleichung, dass

n=N+1

n=1
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ist. Die Greensche Identitédt wird durch folgende Rechnung bewiesen:
N N
(,9) = (f,2) = > ysHugn — > [ Hnn
n=1 n=1
N N
= Z YnHngn — Z faHn (Zny1 + JHngn)
n=1 n=1

N N
= Zy;Hngn - Z JoHnzn i1
n=1 n=1

N N
= Z y;J<zn+1 - Zn) + Z(y;-i-l - y;)JZnJrl
n=1 n=1

N N
==Y Yidzt+ Y Ut
n=1 n=1

* *
=Ynndantr — Yz

Um von der zweiten zur dritten Zeile zu gelangen, benutzte man, dass H,,JH,, =
0 ist.

Nun wird gefordert, dass die Randformen separat inn =1 und n = N + 1
veschwinden (getrennte Randbedingungen). Entsprechend werden maximale
Unterrdume mit dieser Eigenschaft gesucht. Man bestimmt also Unterrdume
L C C* so, dass fiir alle v, w € L stets v*Jw = 0 gilt, die maximal beziiglich
dieser Eigenschaft sind. Diese Lagrangeschen Unterrdume koénnen folgender-
mafBen beschrieben werden: Seien ay, s € C¥*¢ mit

1] +axep =1, ajog — azay = 0. (2.2.2)

Dann ist L, = {v € C*|(a;,az)v = 0} ein Lagrangescher Unterraum,
L, # Lg, wenn o # (3 ist und a und [ die Gleichung 2.2.2/ erfiillen. Ferner
kann jeder Lagrangescher Unterraum in dieser Weise dargestellt werden. Die-
se Charakterisierung der Lagrangeschen Unterrdume wird im Abschnitt 2.6
bewiesen. Dort werden noch weitere Fragen aus der symplektischen linearen
Algebra beantwortet (siehe dazu auch die Ausfithrungen in Kapitel 11 in [13]
und [5]). Nun ist man in der Lage, Randwertprobleme mit dem kanonischen
System (2.1.1) in Verbindung zu bringen. Man nennt z € C einen Eigen-
wert von (2.1.1) mit der Randbedingung « in 1 und der Randbedingung /3
in N + 1, wenn es eine nicht triviale Losung y von Gleichung (2.1.1) gibt, die
die Randbedingungen

(ar,a2)y1 =0, (B, Bo)yn41 =0 (2.2.3)
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erfiillt, wobei o und (§ der Gleichung 2.2.2 geniigen. Es wire moglich, mit
dieser Definition weiterzuarbeiten, aber man erhélt einen tieferen Einblick,
indem man die Menge der Eigenwerte mit dem Spektrum eines selbstadjun-
gierten Operators in einem Unterraum von £ identifiziert.

Da es nur endlich viele Eigenwerte gibt, kann man eine Zahl zy € C fixieren,
die kein Eigenwert ist. Dann wird die Resolvente im Punkte zy betrachtet, die
formal durch (T — z)~! gegeben ist. Dann I3t sich der gesuchte Operator
T aus diesem Objekt konstruieren. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
nimmt man an, dass zy = 0 ist. Dann mufl man im Folgenden voraussetzen,

dass die Matrizen (gl gQ) stets reguléar sind. Dann gibt es fiir eine fest
1 P2

vorgegebene Folge ( fj)j»vzl genau eine Losung der inhomogenen Gleichung
J(Yns1—Yn) = fo (n=1,--- | N), die die Randbedingung (2.2.3) erfiillt, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.2.1 Die inhomogene Gleichung

JWni1 —yn) = fo nef{l,--- N}
(alv O‘2)341 = (517 ﬁ2)yN+1 =0

besitzt genau eine Lésung. Es gilt

wobei K (n,j) durch
_ Bagd —J j<n (m %)1<0 0)
K(n, = , Bag=
(n,7) {BQBJ j>n b B B2 B B
gegeben ist.

Beweis. Es gilt fir allen € {1,--- N + 1}

n—1
Yn = Z _ij + 1
j=1
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Folglich gilt:

G 5w = (5 )
B B) T B B

= (5 8) (e 2y5)

<

1

Also ist y; = BagJ Zj\le f; und

—1
Yn = Z ij +Baﬁjz.fj
7=1

I
u Mz

Aus der Konstruktion von K ist ersichtlich, dass z genau dann ein Eigenwert
ist, wenn

N
Yo =2 K(n,j)Hy; (2.2.4)

ist. Diese Gleichung ist auch im Hilbertraum ¢ ({1,--- N}) sinnvoll, da
die rechte Seite der Gleichung (2.2.4) nur von der Aquivalenzklasse § von y
abhingt. Es sei daran erinnert, dass y ~ 0 genau dann ist, wenn H,y, = 0
ist. Durch den Kern K wird ein Operator KXH auf dem Hilbertraum ¢4 durch
die Gleichung (2.2.4) definiert. Wenn y ein Eigenvektor zum Eigenwert z ist,
gilt g = 2ICHy. Ist umgekehrt die Gleichung ¢y = 2/KCHy erfiillt, dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Représentanten y der Aquivalenzklasse §, der die
Gleichung (2.2.4) erfiillt und somit eine Eigenfunktion zum Eigenwert z ist.
Speziell ergibt sich, dass die zu unterschiedlichen Eigenfunktionen gehéren-
den Aquivalenzklassen verschiedene Elemente im Hilbertraum ¢4 sind.

Nun definiert man ¢4 analog zu ¢, wobei I € C??*2¢ der Einsoperator ist.
Ferner sei V' der isometrische Operator

V. ff — Eg, Vy), = H}L/Qyn.

Hier ist Ha'? die nicht negative Quadratwurzel von H, > 0. Sei £ : ¢} — (L
der Operator mit dem Kern

L(n.j) = Hy*K(n,j)H;".
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Dann gilt:
Lemma 2.2.2 L(n,j) = L(j,n)* und L ist selbstadjungiert.

Beweis. Die zweite Aussage des Lemma’s folgt unmittelbar aus L(n,j) =
L(j,n)*. Letzteres ergibt sich aus der Gleichung

K(n,j) — K(j,n)* = Joy, (2.2.5)

und der Tatsache, dass aus H,JH, = 0 H}/zJH,l/z = 0 folgt. Es muf also
nur noch die Gleichung (2.2.5) bewiesen werden. Mogen y, z die Randbedin-
gungen (2.2.3) erfiillen und Losungen der Gleichungen J (Y11 — ¥n) = fu,
J(Znt1 — 2n) = gn sein. Dann gilt:

N N
0 = Z (y;-i—ljszrl - y:ﬁ]zn) = Z ((y; + f;‘])‘]('zn - Jgn) - yZJzn)
n=1 n=1
N N
= (i gn +Ysgn — Foza) = > [l J60; — K(n,§) + K(j,n)"] ;.
n=1 7,n=1

Da f , g beliebig vorgegeben waren, ist somit (2.2.5) bewiesen.

Wie oben schon ausgefiihrt, sind die Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunk-
tionen eindeutig durch die Gleichung (2.2.4) bestimmt. Ferner kann man die
Gleichung als eine Gleichung im Hilbertraum (£ auffassen. Im nun

folgenden Lemma werden diese Aussagen genauer untersucht.

Lemma 2.2.3 Sei f € (1, 2 # 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
a) Lf =z7Lf

b) f € R(V) und das eindeutig durch f = Vy bestimmte y € (i geniigt der
Gleichung y = zKHy. Dabei bezeichnet R(V) C (% das Bild von V.

Beweis. Anhand der Form des Kernes L erkennt man, dass R(L) C R(V)
ist. Nimmt man nun an, dass a) erfiillt ist, dann liegt f = 2L f in der Menge
R(V). Folglich gibt es ein eindeutig bestimmtes y € ¢ mit f = Vy. Also ist
fn = H,l/Qyn und es gilt z(Lf), = ZH? Zjvzl K(n,j)H;y;. Daraus ergibt

sich
N
H/? (yn — ZZ K(n,j)ijj> = 0.

J=1
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Das bedeutet, dass y = zKCHy in (2.
Nimmt man umgekehrt an, dass b) erfiillt ist, dann erhilt man die Gleichung

a), indem auf beiden Seiten die Gleichung y = zKHy von links mit HA?
multipliziert wird.

Es sei P die orthogonale Projektion auf R(V) in £1. Wegen

N
R(V)* = {f €l giHY f,=0 Vg€ éﬁ} — {f € llIf ey = o}
n=1

ist L(1—P) = 0. Da R(L) C R(V) = R(P) ist, gilt LP = PL. Folg-
lich ist R(V) ein reduzierender Teilraum von £ und £ = L, & 0, wobei
Ly : R(V) — R(V) die Restriktion von £ auf R(V) ist.

Der entscheidene Schritt bei Konstruktion eines selbstadjungierten Opera-
tor gehorend zum Randwertproblem (2.1.1), (2.2.3) ist die Einfithrung des
folgenden Raumes: Es sei

Z = {f € €£{|E|y mit ”yHEgI = 07 J(yn—I—l - yn) = annay gentigt (@)} :

Da solche Folgen y das Nullelement im Hilbertraum ¢4 reprisentieren, kann
man Z als Raum der Bilder von Null beziiglich des gesuchten ”Operators”
interpretieren. Im nun folgenden Lemma wird der Kern von £y mit N (L)
bezeichnet.

Lemma 2.2.4 Es gilt N(Ly) =VZ

Beweis. Sei g € R(V) mit Log = 0 gegeben. Dann gibt es ein f € (& mit
g =V f. Folglich gilt fir n € {1,--- N}

N
H,/? Y K (n, j)H;f; =0,

=1
Definiert man fiir allen € {1,--- | N 4+ 1}

N

o = Y _K(n,j)H,f;,

J=1

dann erfiillt y die Randbedingungen (2.2.3) und geniigt fiir allen € {1,--- | N}
der Gleichung J(yn1+1—Yn) = Hpfn. Wegen H,y, = 0 firallen € {1,--- | N}
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ist also fe Zund g € VZ.
Ist umgekehrt f € Z und g = V f, dann gibt es eine Folge y mit

Hnyn = 07 J(yn-i-l - yn) = ann

fiir allen € {1,---, N} und y erfiillt die Randbedingungen (2.2.3). Jetzt wird

die Eigenschaft von K benutzt, um zu zeigen, dass fiir allen € {1,--- /N+1}
N
Yn = ZK(nvj)H]f]
j=1

ist. Folglich gilt fiir alle n € {1,--- , N}:
(Log)(n) = (LoV f)(n) = H,/?y, = 0.

Folglich ist g € N(Ly).

Theorem 2.2.1 Die normierten Figenfunktionen von

J(yn+1 - yn) = zH,y,, (0417 Oéz)yl = (51752)191\/“ =0

bilden eine orthogonale Basis des Hilbertraumes (¥ & Z.

Beweis. Da £ kompakt und selbstadjungiert ist, bilden die normierten Ei-
genfunktionen, die zu einem Eigenwert ungleich Null gehoren, eine ortho-
gonale Basis von R(V) © N(Ly). Wendet man nun die unitdre Abbildung
V=1 R(V) — £ an und benutzt die Lemmata 2.2.3/ und [2.2.4, so erhilt
man die Aussage des Theorems.

Es war mdglich Theorem zu beweisen, indem das zu (2.1.1) und
gehorende Eigenwertproblem erfolgreich in Zusammenhang mit einem selbst-
adjungierten Operator in einem Hilbertraum gebracht wurde. Jetzt wird ge-

zeigt, dass ein direkterer Weg zum selben Resultat fiithrt. Zunéchst wird die
Relation Ry durch

Ro = {(y, f)|‘]<yn+1 - yn) = H, fn,y geniigt den Randbedingungen}

definiert. Nun gilt (y, f) € Ry genau dann, wenn

N

yn = Y _ K(n,j)H,f; (2.2.6)

J=1



2.2 Spektraltheorie auf endlichen Intervallen 43

ist. Zusatzlich definiert man
R={@D: N eR}c i

( Die Tilde wird benutzt, wenn betont werden soll, dass Elemente aus ¢4
betrachtet werden.) Das Ziel ist es, mithilfe der Relation R einen Operator
zu definieren. Fiir ein gegebenes y € ¢} konnte kein f € ¢ existieren mit
(y, f) € R. Ferner muf} das f € ¢ mit (y, f) € R, sofern ein solches f

existiert, nicht eindeutig bestimmt sein. Diese Uberlegungen motivieren die
Einfithrung der Réume

D={yetf:3f ety mit (y,f) e R}

-dies ist die Projektion von R auf die erste Komponente- und wie oben setzt
man

Z={fedl:(0,f)eR}.

Nun stellt man fest, dass Folgendes gilt: (7, ]7) ER «— Vi=LV]. Ist
die letzte Gleichung erfiillt, so gilt ¥ = KH f. Nimmt man einen beliebigen
Reprisentanten f € f und definiert einen Repriasentanten y von y durch

(2.2.6). Dann ist (y, f) € Ry und folglich (y, f) € R. Die umgekehrte Rich-
tung wird durch Umkehrung der Argumente bewiesen.

Da V den Raum ¢4 unitér auf R(V) C ¢1 abbildet, ist V eine invertierbare
Abbildung auf R(V'), und folglich gilt:

(y,[)ER = y=V"'LV}.

Dies zeigt, dass Z = N(V 1L,V ist, und da dieser Operator selbstadjungiert
ist, gilt:
D=RVILV)=NV L V) =2+ =t o2

Man erhélt also einen selbstadjungierten Operator
T:D—D, T=(V1LV),) "

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwertproblems vom Theorem
2.2.1lsind genau die Eigenwerte und Eigenvektoren von 7'

Ein Vektor § € ¢4 liegt in D genau dann, wenn es einen eindeutig bestimmten
Reprisentanten y € y und ein f gibt derart, dass y die Randbedingungen
erfillt und J(y,+1 — yn) = Hy,fn ist. In diesem Fall ist f = Ty eindeutig
bestimmt durch die Eigenschaft von oben und es gilt fe D.
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2.3 Spektralmafle

Da der zugrundeliegende Hilbertraum H = D = (% © Z endlich dimensional
ist, hat der oben eingefiihrte Operator T rein diskretes Spektrum und es ist
moglich, mithilfe der zugehérigen Eigenfunktionen eine spektrale Darstellung
anzugeben. Es wird dazu wie folgt verfahren. Sei u(n,z) die Losung von
(2.1.1) mit der Anfangsbedingung u(1,z) = (_Of?) (man schreibt u(n) statt
u,. Im Folgenden werden diese beiden Notationen synonym verwendet). u
geniigt der Randbedingung im Punkte n = 1 und die Spalten spannen den
Raum der Losungen von (2.1.1) mit dieser Anfangsbedingung auf. Jetzt wird

die Abbildung U durch

(UNHN) =Y u(n N H(n) f(n) (2.3.1)

eingefiithrt. Das Ziel ist nun, ein Spektralmafl p so einzufiithren, dass U den
Raum H unitdr auf Lo(R,dp) abbildet. Wenn A ein Eigenwert ist, ist es
moglich, eine Matrix Py € C%¢ in der folgenden Weise zu finden, so dass
die Spalten von u(., A) Py den Eigenraum N(7 — \) aufspannen. Ferner kann
man annehmen, dass P, eine orthogonale Projektion ist. Nun wird N, =
SN wt(n, ) H (n)u(n, \) definiert. FaBt man Py Ny Py als einen Operator auf
R(Py) auf, so ist dieser invertierbar, da fir alle v € R(P)) stets v*Nyv > 0
gilt, weil die Norm einer Eigenfunktion von Null verschieden ist. Jetzt ist
man in der Lage, das Spektralmafl zu definieren:

p=>Y_ P\(PAN\P\) "' P\dy. (2.3.2)

Es wird iiber die Eigenwerte summiert. Dabei ist d, das Dirac Mafl im Punk-
te A. Ferner sei nochmal darauf hingewiesen, dass man (PN, P)) als einen
Operator auf R(P,) auffasst.Offensichtlich ist p ein matrixwertiges Mafl. Das
Skalarprodukt in Ly (R, dp) ist durch (f, g) = [ f*(A\)dp(\)g(\) gegeben.

Theorem 2.3.1 U : H — Lo(R, dp) ist unitdr.

Beweis. Sei F ein Eigenwert und sei f(n) = u(n, £)a mit einem a € R(Pg).
Dann gilt im Raum Ly (R, dp)

(UHN) =D w(n, NH(n)u(n, E)a=>_ Py’ (n, \)H(n)u(n, E)a

n=1

= 5)\EPENEPECL
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Bei der letzten Umformung wurde die Tatsache benutzt, dass Eigenfunktio-
nen, die zu unterschiedlichen Eigenwerten gehéren, orthogonal zueinander
sind, dass Pu* = (uP)* ist, und dass die Spalten von uP Eigenfunktionen
sind.

Sei E' ein Eigenwert, b € R(Pg) und g(n) = u(n, E')b, dann gilt:

(Uf,Ug)Lyrdp) = Oppra*PENp Py (PgNgPg) ' PgNpPgb = dgga*Ngb

= Gppa” S ', EYH(n)uln, E)b = {1, g = (F 9

n=1

Da die Funktionen f = u(., E)a den Raum H aufspannen, ist U isometrisch.
Da die Bilder Uf = 0,gPrNgPra den Raum Ly(R, dp) aufspannen, ist U
unitéar.

Man kann auch U als einen Operator von ¢ nach Ly(R,dp) auffassen. Wie
das folgende Theorem lehrt, ist U dann eine partielle [sometrie.

Theorem 2.3.2 Fs gilt N(U) = Z, und U ist eine partielle Isometrie.

Beweis. Da U eine unitiire Abbildung von ‘H = Z+ nach Ly(R,dp) ist,
geniigt es zu zeigen, dass Uf = 0 in Ly(R, dp) ist fir alle f € Z. Sei nun
f € Z. Dann existiert eine Folge y, so dass J(yni1 — Yn) = Hpfn, Hoyn =
0 (n = 1,...,N)und y erfiillt die Randbedingungen. Jetzt folgt aus der
Greenschen Identitéat (2.2.1):

N N
(UHA) = Zu;(A)ann = )‘ZUZHnyn + u:LJyn}Zjlv"'l = Uy JYn+1-
n=1 n=1

Dabei wurde benutzt, dass ujJy; = 0 ist, da v und y die Randbedingung im
Punkte n = 1 erfiillen.

Da man (Uf)(A) = u*(N + 1,\)Jy(N + 1) als ein Element von Ly(R, dp)
auffassen wollte, kann man A\ auf die Eigenwerte beschrinken. Folglich gilt
im Raum Ly (R, dp)

(UHA) = (WwN+1,A)P)"Jy(N +1) =0,

da sowohl die Spalten von (u(., A) Py) als auch y die Randbedingung im Punk-
te n = N + 1 erfiillen.

Das folgende Korollar ist eine direkte Konsequenz der Tatsache, dass U eine
partielle Isometrie ist.
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Korollar 2.3.1 Fir alle f € (57({1,...,N}) gilt |Uflzo@dp) < | fllez-
Es wird aber folgende Konsequenz des obigen Korollars benotigt:

Theorem 2.3.3 Sei P, die orthogonale Projektion auf R(H,) C C**. Dann
gilt firm=1,--- ,N:

/H}/Qu(n, Ndp(Nu*(n, \)HY? < P, (2.3.3)
R

Beweis. Sei w € C?? beliebig aber fest vorgegeben und sei f;, = wdy,. Dann
ist (Uf)(A) = u*(n,\)H,w und mithilfe von Korollar [2.3.1] ergibt sich:

w*/Hnu(n, N dp(MNu*(n, \)Hyw < w*H,w.
R
Dies ist aquivalent zu

(HY w)’ / HYu(n, Ndp(Nu* (n, N HY?HY w < (HY w)* B,HY w.
R

(2.3.4)
Wenn die Matrix der linken Seite von (2.3.3) mit [ bezeichnet wird, dann
besagt (2.3.4), dass fiir alle v € R(H,) v*Iv < v*P,v gilt. Da offensichtlich
fiir v € R(H,)* = N(H,) Iv = P,v = 0 ist, ist somit das Theorem bewiesen.
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2.4 M Funktionen

In diesem Abschnitt wird ein alternativer Zugang zur Konstruktion des Spek-
tralmafles p vorgestellt. Es wird hier mit den Titchmarsh-Weyl M Funktionen
gearbeitet. Vergleiche hierzu die Ausfithrungen in [5] [13] [23] und [40].

Bei diesem Zugang fiithrt man keine Operatoren ein, sondern benutzt direkt
die Gleichung (2.1.1). Sei Y(.,z) eine Fundamentalmatrix von (2.1.1) mit
der Anfangsbedingung Y'(1, 2z) = (g;l: _aoiﬁ; ) Die letzten d Spalten der 2d x 2d
Matrix Y sind die Losung u aus dem letzten Abschnitt. Sei Y = (v,u) und
M € C™4, so definiert man

ﬂﬂm@zﬂﬂm@(&)zu@g}+ﬂm@Mﬂ

Die Titchmarsh-Weyl M Funktion des Problems und (2.2.3) wird da-
durch definiert, dass gefordert wird, dass F); die Randbedingung im Punkte
n = N + 1 erfiillt. Also definiert man fiir 2 € C* = {z € C*|Imz > 0} die

zum Problem (2.1.1), (2.2.3) gehérende M Funktion M (z) = Mc(y]\g)(z) durch
die Forderung (31, 52) Far(N +1, z) = 0. Es sei darauf hingewiesen, dass solch
ein M immer existiert, da sonst nicht reelle Eigenwerte existieren wiirden.
Wie das folgende Theorem lehrt, ist die M Matrix eindeutig bestimmt.

Theorem 2.4.1 Schreibt man v = (3;) und u = (Z;), dann gilt

M(2) = — (Brur(N 4+ 1,2) + Bous(N + 1,2)) 7 (Biog(N + 1, 2) + Bova(N + 1, 2))

und folglich ist M holomorph in C* und eine rationale Funktion.

Beweis. Wegen (31, B2)Fy (N + 1, 2) = 0 ist
v (N+1,2) u(N+1,2) I, \
<@ﬁ”Q&N+L@z&N+L@)Qw@)—Q
Folglich ist
(B1v1(N 4+ 1,2) 4+ Bova(N + 1, 2))+(Brur (N + 1, 2) + Sous(N + 1,2)) M(z) = 0.

Da 2z kein Eigenwert ist und da fiir alle ¢ € C¢\ {0} (Z;Ej;) ¢ eine Losung

von ist, die im Punkte n = 1 die Randbedingung erfiillt, muf} fiir alle
c € C\ {0} (B, ) (Z;E%ﬁg) ¢ # 0 sein. Folglich ist (0, 52) (Z;E%Ejg)
invertierbar. Also folgt aus der obigen Gleichung die Behauptung.



48 Absolutstetiges Spektrum eines kanonischen Systems

Fiir ein z € C* und ein M € C¥?, wobei M nicht notwendig mit einem
M 5}?(2') von oben iibereinstimmen muf}, fithrt man

N
E.(M)=1Im 2z _ F;/(n,z)H(n)Fy(n,z) —Im M (2.4.1)
n=1
ein. Dabei ist Im M = (1/2i)(M — M*).

Theorem 2.4.2 Seien z € Ct und M € C™<. Dann ist M = Mo(éﬂ)(z) fiir
eine Randbedingung B genau dann, wenn E,(M) =0 ist.

Beweis. Zunichst wird folgende Identitéit bewiesen:
1
E. (M) = gFj‘J(NJr 1,2)JFy (N + 1, 2). (2.4.2)
i
Dieses folgt direkt aus der Greenschen Formel (2.2.1). Denn es gilt:

Fy(N+1,2)JFy(N+1,2) — Fy(1,2)JFyp (1, 2) =
<FM(.,2),2FM(.,2)>45 — <ZFM(.,Z),FM(.,Z)>£5[

Folglich ist
Fy(N+1,2)JFy(N+1,2) =

Fr(1,2)JFy(1,2) +2iImz Y Fiy(n, 2)H(n)Fa(n, 2).

n=1

Fiy(12)TFu(1,2) = (1 M) (_;2 ) / ( ) (M)

ist, haben wir somit die Gleichung (2.4.2)) bewiesen.

Sei nun M = Mpg(z) fiir eine Randbedingung 3, dann folgt aus der Konstruk-
tion von Mg, dass Fy, die Randbedingung 3 bei n = N + 1 erfiillt und somit
muf wegen (2.4.2) E,(Mp) = 0 sein.

Nimmt man umgekehrt an, dass E,(M) = 0 ist, dann definiert man

(71772) = (17M*)Y*(N+ 1,Z)J7
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wobei v; o € C™4 ist. Dann ist wegen (2.4.2) (71, v2) Far(N+1, 2) = 0. Ferner
gilt wegen (2.4.2)

Y — Y2t = — (1, 72)J @) =—Fy(N+1,2)JFy(N +1,2) =0.
2

Da (71,72) vollen Rang hat, ist A := 717} + 727, invertierbar. Setzen wir
jetzt B; = A7Y2v; (j = 1,2), dann ist offensichtlich (3;,3,) eine mogli-
che Randbedingung,d.h (31, 52) erfiillt die Bedingungen (2.2.2), und es gilt
(81, B2)Frr(N + 1, z) = 0. Dies bedeutet aber, dass M = Mpg(z) ist.

Fiir Gleichungen zweiter Ordnung (d = 1) sind die Mengen
C™M(z) = {Mp(2)|# Randbedingung } = {M € C™¢: E,(M) = 0}

Kreise in der komplexen Ebene. Wenn N wéchst, sind diese Kreise ineinan-
dergeschachtelt. Fiir d > 2 hat man kompliziertere Objekte, aber sie sind im
folgenden Sinne ineinandergeschachtelt: Werden die Mengen “Kreise”

DM (2) = {M e C™: E,(M) <0}

«

definiert, so gilt DI (z) © DY) (2), wenn Ny < N ist. Dies folgt direkt aus
Gleichung (2.4.1).

Gleichung (2.4.1) besagt auch, dass My eine Herglotzfunktion ist, d.h Mg(z)
ist auf der oberen Halbebene definiert und dort holomorph und es gilt Mg(z) >
0. Folglich existieren Matrizen A, B € C™¢ A = A*, B > 0,und ein matrix-
wertiges positives Borelma$ v auf R mit [, d(Spur v)(t)/(t*41) < oo derart,

dass
Gi— ! )@@. (2.4.3)

t—z 2+1

A, B und v sind eindeutig bestimmt durch M3. Gelegentlich ist es vorteilhaft,
endliche Mafle zu haben. Es ist auch moglich, (2.4.3)) in der folgenden Form
zu schreiben

Mﬁ(z):AJrBer/

R

1+1¢
AM@:A+/ 12 qu(), (2.4.4)
RlL—2
wobei R = RU {oo} und
dv(t)
du(t) = Bés

ist. Die Darstellung (2.4.4) hat den Vorteil, dass pu ein Maf auf dem kom-
pakten Raum R ist.

Nun ist man in der Lage, die M Funktionen mit den Ausfiihrungen des letzten
Abschnittes in Verbindung zu bringen.
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Theorem 2.4.3 Das Maff v aus der Herglotzdarstellung von Mg ist
das Spektralmaf p aus (2.3.2).

Dies ist nicht {iberraschend, im Gegenteil ist es eines der wesentlichen Punkte
der Weyl Konstruktion.

Beweis. Die Norm von F' = F), wird auf zwei Arten berechnet. Zuerst folgt
mithilfe von (2.4.1) und Theorem [2.4.2

> F(n,2)"H(n)F(n,z) = % (2.4.5)

Dann wird die Norm von F berechnet, indem die Tatsache verwendet wird,
dass U : H — Lo(R,dp) aus (2.3.1) unitédr ist. Mithilfe der Greenschen
Identitat (2.2.1) folgt, dass in Ls(R, dp)

N+1
n=1

A=2)(UF)(A\) =(A—2) Zu*(n, ANH(n)F(n, z) = —u*(n,\)JF(n, z)|

. e o —azMp(z)\ _
= (]_7A)JF(1,A) = ( 0527Oél)<] <Oé; —|—05>{M,3<Z> =1

ist. Da sowohl fiir einen Eigenwert A u(.,A) als auch F'(.,z) die Randbedin-
gung im Punkte n = N + 1 erfiillen, verschwindet u*(N + 1, \)JF(N + 1, 2).
Wegen N(U) = Z (Theorem 2.3.2) ist in Lo(R,dp) (A —2z)UPzF(\) = 0 und
folglich muf} in Ly(R, dp) die Beziehung (A — 2)U P51 F'(\) = 1 gelten, wobei
Py und P,. die orthogonalen Projektionen auf Z beziehungsweise auf Z+
sind. Aus Theorem 2.3.1 ergibt sich also folgende Identitét fiir die Norm von
F

> F(n,2)*H(n)F(n,z) = N f”_(AZ)P + Y (PzF)*(n,2)H(n)(PzF)(n, 2).

(2.4.6)
Um zu zeigen, dass die Summe auf der rechten Seite von Gleichung [2.4.6|
unabhéngig von z ist, fixiert man eine Folge f € Z. Zu dieser Folge gehort
wegen der Definition von Z eine Folge y, die die Randbedingungen erfiillt,
mit J(Ynt1 — Yn) = Hpfn, Hyy, = 0. Eine dhnliche Rechnung, wie sie beim
Beweis des Theorems 2.3.2 benutzt wurde, zeigt, dass

N

S P (n.2)H(n) f(n) = —F*(1,2)Jy(1)

n=1
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ist. Nun folgt wegen der Definition von F

N

Y Fr(n, ) H(n) f(n) = (—as,an)y(1).

n=1

Das Skalarprodukt einer Spalte von F' mit einer Folge f aus Z ist also un-
abhingig von z € C*. Folglich mufl Pz F (., z) unabhéngig von z sein. Deshalb
muf} wegen (2.4.5) und (2.4.6) es eine konstante Matrix B > 0 geben mit

dp(t)

6 — 2>

Im Mjs(2) :BImz+Imz/
R

Da das Maf} aus der Herglotzdarstellung von M eindeutig bestimmt ist durch
Im M, zeigt ein Vergleich mit (2.4.3), dass v = p ist. Ist pu das endliche Maf

aus (2.4.4), so gilt du(t) = dp(t)/(t* + 1) + Bds.
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2.5 Spektralmafle des Halbachsenproblems

Nun wird das zur Gleichung (2.1.1) gehtrende Randwertproblem auf der
Halbachse n € N mit einer Randbedingung « im Punkte n = 1 betrach-
tet und Spektralmafe fiir dieses Problem werden eingefiihrt. Dies scheint ein
ziemlich subtiles Problem zu sein, da es mehrere plausible Moglichkeiten gibt,
solche Spektralmafle zu definieren. Ferner ist nicht klar, welche Beziehungen
zwischen diesen Definitionen bestehen. Zum Beispiel kénnte man ein Spek-
tralmafl p derart einfithren, dass die Abbildung U von ¢ ({1,---, N}) nach
Ly(R, dp) fiir alle N € N eine partielle Isometrie ist. Oder man kénnte for-
dern, dass diese Abbildungen isometrisch sind auf den Raumen ¢ ({1,..., N})o
Z . Im letzten Falle wird man nur Randbedingungen 3 betrachten, fiir welche
diese Rdume ineinander enthalten sind. Man koénnte auch versuchen, selbst-
adjungierte Operatoren fiir dieses Halbachsenproblem einzufiihren, und dann
die Spektralmafle dieser Operatoren zu betrachten.

Hier wird aber ein fiir die klassische Weyl Theorie typischer Zugang gewahlt.
Es werden Grenzwertpunkte der SpektralmaBe auf {1,--- N} fiir N — oo
betrachtet. Mit dem nun folgenden Lemma wird die Existenz solcher Grenz-
wertpunkte bewiesen. Es wird sich als vorteilhaft erweisen, die Mafle i aus
2.4.4) anstatt p zu betrachten.

Lemma 2.5.1 Es gibt eine Konstante C' derart, dass fir alle N € N und
jede Randbedingung (3 Spur ugN) (R) < C ist.

Beweis. Aus der Gleichung (2.4.4) folgt, dass /L(BN) (R) = Im MéN) (i) ist. Die-
se sind gleichméfig beschriankt, da alle Matrizen M éN) () in der kompakten
Menge D (4) liegen.

Jetzt folgt aus dem Lemmal(2.5.1 mithilfe des Theorems von Banach-Alaoglu,
dass es schwach * konvergente Teilfolgen /ngvj ) i gibt. Nun transformiert
man zuriick und beachtet einen moglichen diskreten Punkt im Unendlichen
nicht und nennt jedes Maf dp(t) = (t* + 1) du(t) definiert auf Borelmengen
von R ein Spektralmafl des Halbachsenproblems.

Diese Definition ist recht allgemein und man kann nicht erwarten, dass p viele
Eigenschaften hat. Es trifft aber zu, dass U aus (2.3.1) ¢4 (N) kontraktiv, aber

im allgemeinen nicht surjektiv, auf Ly(R, dp) abbildet.

Theorem 2.5.1 Sei p eines der oben eingefiihrten Spektralmafle, so gilt fir
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ein N € N und ein f € (5 ({1,---,N})

U Fllzadpy < (1 Flleg (2.5.1)

Offensichtlich besitzt U wegen der Eigenschaft (2.5.1) eine eindeutige Fort-
setzung auf (£ (N), die wir auch mit U bezeichnen. Diese Abbildung U erfiillt
auch die Gleichung (2.5.1).

Beweis. Sei f € (({1,...,N}). Ferner sei ¢ eine stetige Funktion auf R
mit einem kompakten Trager, wobei 0 < ¢ < 1 und ¢(0) = 1 ist. Da fiir jedes
N" € N U von ¢4 ({1,...,N'}) nach Ly(R, dpg/) eine partielle Isometrie ist,
gilt fiir alle N; > N und R > 0:

A

11 = | W Wil WOHW = [ ¢ (E) (WU F) Mo "W).

R

Durch den Grenzwertiibergang j — oo erhélt man

111 = [ 0 (%) CH MM,

Nun ergibt sich die Ungleichung (2.5.1) durch den Grenzwertiibergang R —
00.

Theorem [2.5.1 besitzt das folgende wichtige Korollar.

Theorem 2.5.2 Sei p ein Spektralmafl des Halbachsenproblems und sei P,
die orthogonale Projektion auf R(H,) C C*?. Dann gilt fiir alle n € N:

/ HY2u(n, Ndp(\u* (n, VHY? < P,.
R

Beweis. Das Theorem wird wie Theorem 2.3.3 bewiesen, wobei das Korollar
2.3.1l hier durch Theorem [2.5.1 ersetzt wird.

Das néchste Ziel dieses Abschnittes ist es, zu beweisen, dass die absolut-
stetigen Anteile zweier Spektralmafle, die zu zwei unterschiedlichen linken
Randbedingungen im Punkte n = 1 gehoren, dquivalent sind. Um dies zu
zeigen, wird zunéchst eine Transformationsformel fiir die zu den Spektral-
mafen auf der Halbachse gehérenden M Funktionen bewiesen und mit deren
Hilfe und einem Resultat von Gesztesy und Tsekanovskii [21] wird die oben
angesprochende Aquivalenz festgestellt. Als erstes bendtigt man folgendes
technisches Ergebnis.
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Lemma 2.5.2 FEs gelte in der schwach x Topologie puy — . Dann gibt es
eine Teilfolge Nj — oo derart, dass die zugehdrigen M Funktionen My,
( vergleiche (2.4.4)) lokal gleichmdifig in CT konvergieren. Die zugehirige
Grenzfunktion besitzt die Herglotzdarstellung

1 +1tz
M(Z):A+/E — du(t),

wober A* = A 1ist.

Es ist wohlbekannt, dass die schwach * Konvergenz der Mafle dquivalent ist
zur lokal gleichméfligen Konvergenz der Imaginérteile der zugehorigen Her-
glotzfunktionen ( siehe dazu [14] ). Wegen der Weyl Geometrie - die Mengen
Dy (z) sind ineinandergeschachtelt- kann der Realteil auch konvergent ge-
macht werden.

Beweis. Wegen M(R) = C(R)* und der Tatsache, dass [t — 2] € C(R)
ist, konvergiert das Integral in der Herglotzdarstellung punktwei-
se. Diese Konvergenz ist offensichtlich lokal gleichméafig. Da ferner Ay =
Re My (i) wegen My (i) € D;(i) fir alle N € N beschrankt bleibt, konver-
giert Ay fiir eine geeignete Teilfolge.

Im Folgenden wird gefordert, dass

() N(H,) = {0}

neN

ist. Dies ist dquivalent zu: Wenn y die Gleichung J (Y11 — yn) = 2Hpy, fir
ein z € C erfiillt und |[y||z = 0 ist, so ist y,, = 0.

Jetzt wird die Wirkung einer Anderung der Randbedingungen im Punkte
n = 1 untersucht. Es seien o und v zwei Randbedingungen im Punkte n = 1,
und es gelte in der schwach * Topologie N&Néj) — Yo, MgNJJ) — f. Dann kann
man wegen Lemma|2.5.2/annehmen, dass die zugehorigen M Funktionen lokal

gleichmifig gegen die Herglotzfunktionen M, bzw. M, konvergieren.

Lemma 2.5.3 Fiir alle z € C* gilt die Transformationsformel
Ma(Z) = (_52 + 51M,y(2)) (51 + (SQM,Y(Z))il s

wobel
0 =y +agys, 0=y — s
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Beweis. Fiir alle N; € N gilt die folgende Transformationsformel:
M () = (—52 + 6 )(z)) (51 + 6,0 (z)) . (2.5.2)

Es geniigt also zu zeigen, dass fiir alle z € C* §; + 0, M, (z) invertierbar ist.
Denn dann ergibt sich die zu zeigende Transformationsformal, indem man
in der Gleichung (2.5.2) den Grenzwertiibergang j — oo durchfiihrt. Fixiert
man ein z € CT und nimmt man an, dass

(01 + 02M(2))v =10

Mo 1
o, 0 " " v=0. 2.5.3
( ! 2) (72 "1 ) (1%7(2)) ( )
Im Folgenden sei F'(n,z) = Fy (n, 2) = Y,(n, z)(Mj(z)) und

F(n,2) = Y;(n, 2 <M<N1j> (z)) |

776]

Da F} die Randbedingung 3; im Punkte n = N; + 1 erfiillt, folgt aus der
Greenschen Identitéit (2.2.1)

ist, dann gilt

N
2iIm z v* Z Fi(n, 2)H(n)Fj(n, 2)v = —(F;(1, 2)v)" JF;(1, 2)v.
n=1
Da F(1,z) — F(1, 2) fiir j — oo, und da besagt, dass (o, ag) F (1, 2)v =

0 ist, gilt
N

j
lim o* S F*(n, 2)H(n)F;(n, 2)v = 0.
jLIgOv ; j(n 2)H (n)Fj(n, z)v

Da die Summanden alle nicht negativ sind und da
lim v*Fj(n, 2)H(n)Fj(n, z)v = v*F(n, z)H(n)F(n, 2)v,
j—00
muf fiir alle n € N
v*F(n,2)H(n)F(n,z)v=0

sein. Dies bedeutet aber, dass H(n)F(n, z)v = 0 ist fiir alle n € N. Somit ist
gezeigt, dass f = Fv die Gleichung J(f,11 — fn) = zH, f, erfiillt und das
Nullelement in ¢4 reprisentiert. Folglich mufl wegen der Annahme von oben
F(n,z)v = 0. Im Einzelnem gilt also F(1,z)v = 0, was

T ()
<'72 Y1 ) (Mv(z)

bedeutet. Folglich mufl ( Mj(z)) v = 0 sein. Also ist v = 0.



56 Absolutstetiges Spektrum eines kanonischen Systems

(N)

B bzw.

Theorem 2.5.3 Seien i, und ., die schwach x Grenzwerte von p

von ,ug]\gj) Dann sind die absolutstetigen Anteile von pu, und p, dquivalent.

Im folgenden Sinne sind die absolutstetigen Anteile dquivalent ( “mit Viel-
fachheiten”): Schreibt man dfig ac(A) = Fo(A) dA, dpty ac(A) = F(X) dA, wobei

die Dichten F' Werte im Raum der nicht negativen d x d-Matrizen annehmen.

Definiert man nun fiir m =0,1,---,d
SO —IXeR: rank Fy(\) =m} (6 =a,n). (2.5.4)
Dann hat fiir alle m = 1,---,d die symmetrische Differenz SWASY das

Lebesque-Mafl Null.

Beweis. Gesztesy und Tsekanovskii haben bewiesen, dass dieses Resultat
aus der Transformationsformel fiir die M Funktionen aus Lemmal2.5.3 folgt.
(Siehe Theorem 6.6 in [21])
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2.6 Symplektische lineare Algebra

Sei V' ein komplexer Vektorraum und sei w eine Bilinearform auf V' mit
w(v,w) = —w(w,v). Dann bezeichnet man V' als einen komplexen symplekti-
schen linearen Raum und w als eine symplektische Form, falls aus w(v, w) =0
Vw € V v = 0 folgt. Symplektische Réume spielen eine wichtige Rolle bei
der Untersuchung kanonischer Systeme, weil die Randform w(u,v) := u*Jv
eine symplektische Form im Raume C?¢ ist.

Man ist h&ufiger interessiert an reellen symplektischen linearen Rdumen und
reellen symplektischen Mannigfaltigkeiten, da sie eine zentrale Rolle in der
klassischen Mechanik spielen. Siehe dazu [29, Kapitel 1, §1] und [30, Kapitel
1, Sect. 2]. Was die Anwendungen der Methoden der komplexen symplekti-
schen Theorie bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen betriftt, sei
verwiesen auf [19].

Die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnittes sind Theorem und Ko-
rollar 2.6.2. Das Letztere besagt, dass es Lagrangsche Unterrdume gibt, die
in vielen verschiedenen Richtungen liegen. Dies spielt eine wesentliche Rolle
beim Beweis des Theorems 2.1.1.

Fiir einen Teilraum W C V sei der Unterraum W« = {v € V : w(v,w) =
0Vw € W} definiert. Ein Unterraum W C V heit isotrop, falls W C W
ist, und er wird als symplektisch bezeichnet, wenn W NW* = {0} ist.

Hier wird aber nur mit endlich dimensionalen symplektischen Raumen V'
gearbeitet. Folglich gilt:

Lemma 2.6.1 Sei W ein Unterraum von V. Dann gilt:

dimW +dim W* =dimV, W =W.
Beweis. Die Abbildung A : V — V', (Av)(w) = w(v,w) ist ein Isomorphis-
mus, da Kern A = {0} ist. Folglich gilt:
dim W* = dim AW® = dim{F € V': F(v) =0Vv € W} =dimV — dim W.
Aus der Definition von (---)% folgt, dass W C W*«“.Wegen

dim W** = dimV —dim W* = dim W
ist W =W.

Das folgende Korollar ist eine direkte Folgerung aus dem obigen Lemma.
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Korollar 2.6.1 Sei (V,w) ein symplektischer Raum und W ein symplekti-
scher Teilraum. Dann ist W* ein symplektischer Teilraum mit V =W +W«.

Aus der linearen Algebra ist bekannt:

Lemma 2.6.2 Sei (V,w) ein symplektischer Raum mit dimV = D. Dann
gibt es einen Isomorphismus v : V. — CP und eine invertierbare Matrix
A € Cpyp mit A* = —A derart, dass fir alle v,w € V :

()" AY(w) = w(v, w).

Lemma 2.6.3 Sei (V,w) ein symplektischer Raum mit dimV = D. Dann
gibt es einen Isomorphismus ) : V — CP mit

sl =001 (g ) o)

fiir alle v,w € V.

Beweis. Seien A € Cpyp und ¢ : V — CP die Matrix und der Isomor-
phismus aus Lemma Da iA eine hermitische Matrix ist und da jede

hermitische Matrix zu einer Diagonalmatrix kongruent ist, gibt es eine inver-
tierbare Matrix @ mit Q*iAQ = diag{l,, —1,}, wobei

p := max{dim W|W ist ein Teilraum mit Imw(v,v) > 0Vv € W}
q := max{dim W|W ist ein Teilraum mit Imw(v,v) < 0Vv € W}.

Nun definiert man 1(v) := Qu(v) fiir alle v € V.

Die Zahl p € {0,1,- -, D} aus dem vorangegangenem Lemma charakterisiert
den symplektischen Raum V. p ist eine Invariante unter linearen Isomorphis-
men, die die symplektische Form erhalten. Offensichtlich ist ¢ = D — p.

Aus Lemma 2.6.3 folgt, dass man eine Basis B = {ey, ..., e, f1,..., f,} von
V finden kann mit w(e;, ex) = ik, w(fj, fr) = —idx, und w(e;, fr) = 0. Eine
Basis mit den obigen Eigenschaften wird im Folgenden als eine symplektische
Basis bezeichnet.

Lemma 2.6.4 Sei W ein Teilraum des symplektischen Raumes (V,w). Dann
ist W/W NW* ein symplektischer Raum.
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Beweis. Fir v € W sel [v] .= v+ W NW« ¢ W/W N W<« Da fiir alle
v,we Wund s,t € WNWY w(v+t,w+s) =w(v,w) ist, ist w : W/W N
W xW/W W< — C mit w([v], [w]) = w(v, w) wohldefiniert. Offensichtlich
gilt fiir alle [v], [w] € W/W N W< &([v], [w]) = —&([[w], [v]).

Sei nun [v] € W/WNW* und es gelte fiir alle [w] € W/WNW* &([v], [w]) = 0.
Dann ist fiir alle w € W w(v,w) = 0. Folglich mufl v € W N W sein. Das
bedeutet aber, dass [v] = 0 ist. Damit ist gezeigt, dass @ eine symplektische
Form ist.

Lemma 2.6.5 Sei W ein isotroper Unterraum von V mit dim W = k. Dann
existiert ein isotroper Unterraum Z mit dimZ = k und W N Z = {0}, so
dass W + Z ein symplektischer Unterraum von V ist.

Beweis. Man kann annehmen, dass V = C” und w die im Lemma 2.6.3
angegebene Form habe. Setzt man A = '(15’ _Olq) und definiert Z = AW.
Dann ist dim Z = dim W = k und Z ist isotop, da wegen A* = —A, A% = —1
(Av)*A(Aw) = v*Aw = 0 ist fiir alle v,w € W. Ist v € W N Z, so gilt
v*o = v*A(A ) = 0. Also ist v = 0.

Es ist nur noch zu zeigen, dass W-+Z symplektisch ist. Angenommen v = v+
Avy (v; € W) habe die Eigenschaft, dass v*Aw = 0 ist fiir alle w = w; 4+ Aws,,
wobei w; € W ist. Benutzt man die Tatsache, dass W und Z isotrop sind, so

folgt aus der Eigenschaft v*Aw = 0, dass fiir alle wy, ws € W viw; = vjws
ist. Folglich sind vy, v, € W NWL = {0}. Also ist W + Z symplektisch.

Im Folgenden wollen wir uns auf den Fall D = 2d und p = ¢ = d kon-
zentrieren, da dies die Parameter der Randform «*.Jv sind. Ein Unterraum
L C C? nennt man einen Lagrangschen Unterraum, falls L = L* ist. Die
Lagrangschen Unterrdume sind genau die maximal isotropen Unterrdume.
Ist ndmlich L = L*, so ist L offensichtlich ein maximaler isotroper Raum.
Ist nun umgekehrt L isotrop mit dim L = k, dann folgt aus Lemma [2.6.5
die Existenz eines anderen isotropen Unterraumes L derart, dass L + L ein
2k-dimensionaler symplektischer Raum ist. Fiir die Parameter pg, qo dieses
Raumes gilt py = qo = k; denn andernfalls kénnte dieser Raum keinen k-
dimensionale isotropen Unterraum besitzen. Korrollar 2.6.1 besagt nun, dass
(L 4 L)“ ein direkter Summand von L + L ist. Die Parameter des Raumes
(L+E)w sind p; = ¢1 = d—k und folglich gibt es im Falle k < d nicht triviale
isotrope Unterrdume von (L + E)w Folglich ist L nicht maximal, es sei denn
k = d. Aber in diesem Falle gilt wegen Lemma [2.6.1 dim L = dim L* und
wegen L C L* besagt dies, dass L = L* ist.
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Theorem 2.6.1 FEs gibt endlich viele Lagrangesche Unterrdume Ly, --- | Ly,
von C** derart, dass es fiir jeden d-dimensionalen Unterraum V C C? ein
je{l,---,n} gibt mit V+ L; = C*.

Beweis. Zunéchst wird eine schwéchere Version dieses Theorems bewiesen:
Fiir jeden d-dimensionalen Unterraum V' gibt es einen Lagrangeschen Unter-
raum L mit V + L = C??. Mit einem Kompaktheitsargument wird dann das
Theorem bewiesen.

Zuerst wird die schwéchere Version fiir einen symplektischen Unterraum
V' bewiesen. Sei also V' symplektisch und seien {eq,...,e;, f1,..., fr} und
{e], ..., €y flsee s fi,} symplektische Basen von V bzw. V¥. Es gilt j + k =
J+k =dund j+ j =k + K = d. Folglich ist j = £/, j/ = k und man kann

L=TLin (e; + fi,...,e;+ fi, i + fi,. ... € + fi)

definieren. Dann ist L ein d-dimensionaler isotroper (also Lagrangescher) Un-
terraum mit V' N L = {0}.

Im Folgenden kann man also annehmen, dass V' nicht symplektisch ist. Die-
ser Fall wird mithilfe vollstdndiger Induktion {iber d bewiesen. Sei zunéchst
d=1und V = L(v). Da V nicht symplektisch ist, mufl w(v,v) = 0 sein. Also
ist V isotrop und die Existenz eines Lagrangeschen direkten Summanden zu
V folgt aus Lemma [2.6.5.

Nun nehme man an, dass d > 2 ist. Wegen Lemma 2.6.4 gibt es einen sym-
plektischen Unterraum S C V mit V=V NV¥+ Sund VNV¥ C S¥. Da
V' nicht symplektisch ist, gilt £ := dimV N V¥ > 1. Wendet man Lemma
2.6.5/ auf den isotropen Unterraum V N V* des symplektischen Raumes S“
an, so gibt es einen isotropen Raum I C S“ mit dim [ = k derart, dass
K :=VNV¥ 4T ein symplektischer Unterraum von S* ist. Sei T := VN K.
Wegen S C K¥ und K N K¥ = {0} gilt

V=Vnv*+ScvVnV*+VnK=vVnV*4+TCV,

woraus V =V NV + T folgt. Im Einzelnem gilt
1
dm7 =dimV —dim(VNV¥) =d—-k = édimKw. (2.6.1)

Da K ein 2k-dimensionaler symplektischer Raum ist, der einen k-dimensionalen
isotropen Unterraum [ hat, folgt, dass fiir die Parameter aus dem Lemma
2.6.3px = g = k gilt. Alsoist auch pge = qge = d—k. Folglich ist man jetzt
wegen in der Lage, die Induktionsvorraussetzung auf den Unterraum
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T des symplektischen Raumes K“ anzuwenden. Laut Induktionsvorausset-
zung gibt es also einen isotropen Unterraum J C K“ mit T+ J = K¥. Jetzt
definiere man L = I 4 J ( Die Summe ist direkt, da I € K und J C K%
ist.). Dann gilt

VA L=VAV+T+{T+)=(VAV+D)+(T+J)=K+K*=C*,

Da sowohl I C K als auch J C K* isotrope Rdume sind, ist L isotrop, und
damit ist die einfache Version des Theorems bewiesen.

Um zu zeigen, dass endlich viele L’s geniigen, arbeitet man mit der kom-
lexen Grassman Mannigfaltigkeit G424, dies ist die Mannigfaltigkeit der d-
dimensionalen Unterrdume von C?¢. Die entscheidene Tatsache ist, dass Ga,2d
ein kompakter Raum beziiglich der natiirlichen Topologie ist. Siehe zum Bei-
spiel [31, Lemma 5.1].

Wenn LNV = {0} ist fiir ein Vy € Gya4, dann gilt fir alle V' aus einer Um-
gebung von Vo LNV = {0}. Also ergibt sich die volle Aussage des Theorems
aus der Kompaktheit von Gg24.

Korollar 2.6.2 Seien Lq,--- , L, die Lagrangeschen Unterrdume aus Theo-
rem 2.6.1 und seien S; C L; (j = 1,---,n) m-dimensionale Unterrdume

dieser Lagrangeschen Rdaume (m > 1). Dann gilt

dim Lin (S,...,S,) >d+m.

Beweis. Schreibt man S = Lin(Sy,...,5,) und sei V ein k-dimensionaler
Unterraum von S mit k < d. Dann ergibt sich aus dem Theorem [2.6.1, dass
esein j € {1,--- ,n} gibt mit VN L; = {0}. Also besitzt S einen (k + m)-
dimensionalen Unterraum. Die Behauptung folgt nun durch Iteration dieses
Argumentes.

Der Abschnitt wird beendet mit der Charakterisierung der Lagrangeschen
Unterrdume, die schon in den vorhergegangenden Abschnitten benutzt wur-
de.

Theorem 2.6.2 L ist ein Lagrangescher Unterraum von C??, dessen sym-
plektische Form durch w(u,v) = u*Jv gegeben ist, genau dann, wenn es
ay, ay € C™? gibt, die (2.2.2) geniigen, derart, dass

L={veC™: (a,ay)v=0} (2.6.2)

15t.
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Beweis. Ist L ein Lagrangescher Unterraum, so wihlt man eine orthogonale

Basis von L, um L als
L= { (_O,?> c:ce€ Cd} (2.6.3)
@y

dazustellen, wobei aya] + asa = 1 ist. Die letztere Bedingung besagt, dass
die Spalten von (;al? ) ein orthogonales System bilden. Da L isotrop ist, gilt

*
—a
2\ _ o * £ _
(—ag,0n)J ( o ) = ] —aqay =0.

1

Also gentigen die a’s (2.2.2). Folglich besitzt L die alternative Beschreibung
Nimmt man nun umgekehrt an, dass L die Beschreibung besitze,
wobei die o’s (2.2.2) geniigen. Dann besitzt L die Darstellung (2.6.3). Wegen
araf + agsay = 1 ist L ein d-dimensionaler Unterraum, der wegen asaf —
apa = 0 isotrop ist, und folglich ein Lagrangescher Unterraum.
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2.7 Beweis des Theorems 2.1.1

Jetzt ist man in der Lage, das Theorem 2.1.1 zu beweisen. Die Menge S,
wurde bereits in definiert. Hier kann man eine feste Randbedingung
im Punkte n = 1 wéhlen, da .S, von einer anderen Randbedingung im Punkte
n = 1 sich nur durch eine Menge vom Mafle Null, die irrelevant fiir Theorem
2.1.1]ist, von der fixierten Menge S,, unterscheidet.

Das Theorem ist eine Konsequenz des nun folgenden Theorems.

Theorem 2.7.1 FEs existiert eine Funktion f > 0 auf S,, und fiir jedes A €

Sy gibt es einen Unterraum Vy C C* mit dim Vy = m, so dass fiir allen € N
und jede mefsbare Wahl von v(X) € Vy mit ||[v(N)|| =1 gilt

/ v(N)Y (n, \)"H(n)Y (n, \)v(A\) f(N) dX < 1.

m

Beweis. Laut Definition von Sy, gilt xs,, (\) dpac(A) = F(X) dX\, wobei F'()\) €
C?*4 genau m positive Eigenwerte hat. Die restlichen d —m Eigenwerte (hier
werden die Vielfachheiten mitgezéhlt) sind gleich Null. Sei f(\) der klein-
ste positive Eigenwert und sei V), C C? die lineare Hiille der zu positiven
Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren. Aus Theorem [2.5.2 folgt

/ HY2u(n, \)dp(Nu*(n, \)HY? < 1.

m

Da p(M) > pae(M) > [,; Pxf(X) dX, wobei Py eine orthogonale Projektion
auf V), ist, gilt

/ HY20(n, Mo (HY2u(n, \)o(\)* F(A) dA < 1

m

fiir jede meBbare Wahl v(A) € V) mit ||[u(A)|| = 1. Die Ungleichung gilt im
Sinne von positiver Definitheit und mit 1 meint man die 2d x 2d-Einheitsmatrix.
Folglich gilt fiir jeden Einheitsvektor e € C2?

/ e* HY2u(n, \o(N) (HY?u(n, Nv(\)*ef(N) dr < 1.

m

Da e*Hy/ u(n, \)v(\) eine komplexe Zahl ist, kann man in der Ungleichung
die Reihenfolge der Multiplikation unter dem Integral veréindern und erhélt

/ v(N)*u(n, N\ HY 2ee* HYu(n, No(\) f(A) dr < 1.

m
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Beachtet man, dass ee* die Projektion auf L(e) ist, so liefert eine Summierung
iiber eine orthogonal Basis

/ v(N) u(n, ) Hyu(n, N)v(A) f(A) dA < 2d.

m

DaY = (---,u) ist, folgt aus der letzten Ungleichung die Aussage des Theo-
rems, weil man die Vektoren v(\) € C? mit Vektoren v()\) € C?? identifizieren
kann, indem man v(\) = (0,v())) setzt.

Das Theorem 2.1.1 wird wie folgt bewiesen. Man fixiert Lagrangesche Un-
terrdume ( oder dquivalent Randbedingungen im Punkte n = 1) wie im
Korollar 2.6.2/ und wendet Theorem 2.7.1 auf diese Randbedingungen im
Punkte n = 1 an. Ferner ersetzt man die Funktionen f,(\) aus Theorem
- im Theorem [2.7.1 wurde nicht explizit auf die o Abhéngigkeit von f
eingegangen- durch das Minimum dieser Funktionen iiber die fixierten Rand-
bedingungen « und bezeichnet diese neue Funktion wieder mit f ohne Index.
Aus dem Lemma von Fatou folgt also, dass es fiir jede feste Randbedingung
a eine Lebesguesche Nullmenge N, gibt, so dass

liminf v*Y™(n;, \)H(n;)Y (n;, \)v < 0o (2.7.1)

j—00
gilt fur alle A € S,,\ N, und v € V)%, wobei hier mit ¥ die Fundamentalmatrix
mit Y(1,\) = 1 gemeint ist und V¥ m-dimensionale Unterrdume sind mit
(o, a9)v = 0 fiir alle v € V) Nun ist man in der Situation von Korollar
Dieses Resultat zeigt, dass der Raum der Vektoren v € C??, die (2.7.1)

geniigen, mindestens die Dimension d 4+ m hat. Und dies ist genau das, was
Theorem 2.1.1/ besagt.
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2.8 Gleichungen héherer Ordnung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass jede formal selbstadjungierte Glei-
chung von der geraden Ordnung 2d in der Form eines kanonischen Systems
geschrieben werden kann. Dies bestétigt, dass kanonische Systeme einen sehr
allgemeinen Zugang darstellen. Die Formulierung in einem kanonischen Sy-
stem hat den Vorteil, dass sie automatisch wie fast von selbst die Hilber-
trdume angibt, die zu den unterschiedlichen selbstadjungierten Operatoren
gehoren, die durch das kanonische System definiert sind.

Der Ausgangspunkt hier ist folgende Differenzengleichung:

(cj(n +7)y(n+7) + c;(n)y(n = 7)) + co(n)y(n) = zw(n)y(n). (2.8.1)

d
=1

J

Die Koeffizienten ¢; sind reellwertig, und fiir alle n gilt ¢4(n) # 0, w(n) > 0.
Man kann formal schreiben als 7y = zy, wobei (Ty)(n) gegeben ist
durch die linke Seite von (2.8.1) dividiert durch w(n). Es ist allgemein be-
kannt, dass 7 selbstadjungierte Operatoren in den Hilbertrdumen ¢4 verse-
hen mit dem Skalarprodukt (f,g) = > f(n)w(n)g(n) erzeugt. Um (2.8.1)
in der Form eines kanonischen Systems darzustellen, fithrt man den Vektor
Y(n) € C*¢ durch

Yi(n) = yin+k—d—1) (k=1,...,d)
g S (= 14y —1+5) (k=d+1,...,2d)
| (2.8.2)
Lemma 2.8.1 ( Greensche Identitdt )
Es qilt
> (Fmwm)rg)m) ~ FHWwm)gn)) = F{(N+1)JGN+1)=F*(1)JG(1),

wobei F' und G mithilfe (2.8.2) aus f bzw g erzeugt werden.
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Beweis. Dies folgt aus einer Rechnung;:

N

S Tww(n)(7g)(n)

=> f(n) D (ei(n+j)gn+j) + c;(n)g(n — 5)) + co(n)g(n)

n=1 7j=1
d N-j

d N+j
:Z Z f(n—j)cij(n (n)JrZ Z fn+j)e;(n+j)g(n)

i:ﬁ o(n)g(n)
= i (rf)(n)w(n)g(n)
+ g Nzl Fn—)e;(n)g(n) — g; f(n=j)ej(n)g(n)
_ gniﬂ Fn+ )e;(n+5)g(n) + énij f(n+34)ej(n+ j)g(n)
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Zunachst betrachtet man die erste Summe aus (2.8.3) und berechnet

Z > Fn=3)ei(n)g(n)
:Z > Fusjra-n(N + 1)cj(n)g(n)

=3 > E(N+De(N+j—d+k)gN+j—d+k)

j=1 k=d+1—j
d d
=Y F(N+1) Y ¢(N+j—d+kg(N+j—d+k)
k=1 j=d+1—k
d k d
— ZFk(N +1) ZCjer—k(N +7)9(N +j) = — ZFk(N + 1)Gae(N +1).
k=1 j=1 k=1
Fiir die zweite Summe aus (2.8.3) zeigt eine analoge Rechnung, dass
d N d
=Y >, [t ign) =) Fur(N +DGLN +1)
j=1 n=N—j+1 k=1

ist. Diese Gleichungen beweisen (2.8.3). In dhnlicher Weise beweist man die
Gleichung (2.8.4).

Die Differenzengleichung (2.8.1) ist dquivalent zu der Differenzengleichung
erster Ordnung Y (n + 1,2) = (2A(n) + B(n))Y (n, z) fiir den Vektor Y,
wobei

w(n)
A —
2d,d+1( ) Cd(n) }
. 1
Bj7j+1(n):1 (jzl,,d—l,d+1,,2d), Bd’d+1(n):_cd(n)’
Cq—5;\N . .
BdJrj,dJrl(n) = - Zd‘é"i)) (j = 17 s 7d)7 B2d,j<n) = CdJrl*j(n) (.] = 17 s 7d)7

und alle anderen Matrixelemente gleich Null sind.

Ist T'(n) die Fundamentalmatrix dieses Systems erster Ordnung mit z =
0, dh T'(n) € C**2 T(1) = 1 und T(n + 1) = B(n)T(n). Da Lemma
T*(n)JT(n) = J impliziert, ist T'(n) fir alle n invertierbar und man
kann U(n, z) = T~'(n)Y (n, z) definieren. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
U(n, z) die Gleichung der Form

JUMn+1,2)=U(n,z) =2zHn)U(n, 2) (2.8.5)
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16st, wobei H(n) = JT(n + 1)"'J"'A(n)T(n) ist. Im Einzelnen hat H(n)
also den Rang 1.

Da die urspriingliche Gleichung 2d lineare unabhéngige Losungen
y(.,z) fir jedes feste z € C hat, erhdlt man auf diese Weise einen 2d-
dimensionalen Raum von Lésungen U(., z) von (2.8.5). Da aber der Losungs-
raum von der Gleichung (2.8.5) die Dimension 2d hat, erhdlt man alle Losun-
gen auf diese Weise. Genauer gesagt, 16st U (2.8.5), dann gilt U = T1Y,
wobei Y wie in definiert ist und das dazugehorende y 16st (2.8.1).
Diese Losung y ist eindeutig bestimmt durch U. Also sind und
dquivalent.

(2.8.5) hat die Form eines kanonischen Systems, aber man weifl noch nicht,
dass H(n) die geforderten Eigenschaften hat. Die geforderten Eigenschaften
werden im néchsten Theorem verifiziert.

Theorem 2.8.1 FEs gilt H(n) = H*(n), H(n) > 0 und H(n)JH(n) = 0 fir
alle n. Ferner ist ﬂzozﬁdfl N(H(n)) = {0}.

Beweis. Lost y (2.8.1), so gilt wegen Lemma 2.8.1

N

(z=2) ) Iy

n=1

M) =

(v (n)(ry)(n) = Try) (mhw(n)y(n))

1

S
Il

*

(N +1)JY(N +1) = Y*(1)JY (1)
“(N + 1)T*(N + 1)JT(N + 1)U(N + 1) — U*(1)JU(1)
“(N 4+ 1)JU(N + 1) — U*(1)JU(1).

I
S S

Um zu der letzten Zeile zu gelangen, wurde die Tatsache T%(n)JT(n) = J
benutzt. Es wurde schon bemerkt, dass diese Identitéit aus Lemma [2.8.1/folgt.
Ferner gilt |y(n)|? = ¢;?(n)Y*(n)PY (n), wobei Py1 441 = 1 und Py; = 0 fiir
alle anderen Matrixelemente ist. Folglich ist

U*(N + 1)JU(N +1) = U*(1)JU(1) = (z = 2) Y U*(m)W(n)U(n), (2.8.6)

n=1

wobei W (n) = ¢;?(n)T*(n)PT(n) ist. Man beachte, dass W (n) > 0 ist. Bis
jetzt benutzte man die Greensche Identitét zur Berechnung von > |y|?. Nun
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wird eine dhnliche Rechnung fiir das System (2.8.5) durchgefiihrt:
Z U*(n)(zH*(n) — zH (n))U(n)

[(JU(n+1) =U0))Un) = U (n)JU(n+1) = U(n))

Mz

i
I

WE

(U (n+1)=U"(n)J(Un+1)—Un))

i
I

~U*(n+1)JU(n+ 1)+ U*(n)JU(n)]

WE

(U*(n+1)—=U*(n))J(U(n+1) —U(n))

S
Il
—_

-U(N+1)JUN+1)+U*(1)JU(1)
N
= [zPU*(n)H*(n)JH(n)U(n) — U*(N + 1)JU(N + 1) + U*(1)JU(1).
Kombiniert man jetzt diese Identitét mit (2.8.6), so erhilt man
Z U*(n) (ZH*(n) — zH(n) — |2|*H*(n) JH(n) + (z — )W (n)) U(n) = 0.
(2.8.7)
An dieser Stelle sei noch erwéhnt, dass U von z abhéngt. Diese Abhéngigkeit
ist stetig (es gilt sogar, dass U(n, z) ein Polynom in z ist), wenn man sich auf
Losungen beschriankt, deren Anfangsbedingungen unabhéngig von z sind.

Zunachst wihlt man z = € reell. Dann folgt aus (2.8.7), nachdem durch e
geteilt worden ist

Z U*(n,e) (H*(n) — H(n) — eH*(n)JH(n)) U(n,e) = 0.
Der Grenzwertprozefl € — 0 ergibt
> " U*(n,0) (H*(n) — H(n))U(n,0) = 0.

Da U(n,0) eine beliebige Losung von J(U(n + 1,0) — U(n,0)) = 0 ist, gilt
also fiir alle v € C*

> vt (H*(n) — H(n))v =0,

n=1



70 Absolutstetiges Spektrum eines kanonischen Systems

Da N beliebig ist, gilt also fiir alle n H*(n) = H(n), wie behauptet.

Als Néchstes wird z = ie rein imaginédr gewihlt, wobei € € R\ {0} ist. Wie
oben wird nun gezeigt, dass H(n) = W(n) > 0 ist.

Nun weifl man, dass H*(n) = H(n) = W(n) > 0 gilt. Folglich kann man mit
derselben Strategie wie oben mithilfe von (2.8.7) zeigen, dass H(n)JH (n) =0
ist.

Es bleibt zu zeigen, dass (\N(H(n)) = {0} ist. Sei H(n)v = 0 fiir n =
no, -+ ,no + 2d — 1, dann 16st U(n) :=v J(U(n+ 1) —U(n)) = zH(n)U(n)
fiir diese n und alle 2. Es existiert also eine zu (2.8.1) gehtrende Losung y, so
dass U(n) = T(n)~'Y (n) ist. Nun ergibt die Darstellung von H(n) = W(n),
die in der Zeile nach Gleichung (2.8.6) angegeben wurde, dass PY(n) = 0
oder y(n) = 0 gilt fiir alle n = ng, - -+ ,ng+2d — 1. Folglich ist Y (ng+d) = 0,
was v = 0 zur Folge hat.

Es sei darauf hingewiesen, dass dim N(H(n)) = 2d — 1 ist. Folglich benotigt
man den Schnitt iiber wenigstens 2d solcher Kerne, um den Nullraum zu
erhalten.

Dieser Abschnitt wird beendet mit einer kurzen Beschreibung des Raum-
es Z aus dem Abschnitt 2.2 speziell fiir kanonische Systeme aus diesem
Abschnitt. Es wird das System (2.8.5) auf n € {1,---, N} mit Randbe-
dingungen von der Form betrachtet und es wird angenommen, dass
2.8.5) eine dquivalente Beschreibung der Form besitzt. Dann gilt
Z L ({d+1,...,N —d}). Im Folgenden wird der Beweis dieser Aussa-
ge kurz skizziert. Gelte 7y = wf und sei J(U(n + 1) —U(n)) = H(n)F(n)
das zugehorige inhomogene System. Insbesondere entstehen U und F' wie
oben beschrieben aus y und f. Wenn H(n)U(n) =0 firn = 1,--- | N gel-
te, dann zeigt eine analoge Rechnung wie im letzten Teil des Beweises von
Theorem[2.8.1, dass y(n) = 0 ist fiir diese n’s. Folglich muB U(d+1) = --- =
U(N—d+1) = 0 und folglich H(d+1)F(d+1)=---= H(N=d)F(N—-d) =0
sein, wie behauptet.

Das bedeutet, dass der Hilbertraum ¢} & Z sich nur von ¢4 in der Nihe der
Endpunkte n = 1 und n = N unterscheidet. Dort sind Randbedingungen ge-
fordert fiir die der zugrundeliegende Hilbertraum verdndert werden muf. Der
Raum Z beschreibt diesen Effekt. Dies soll nun an einem Beispiel diskutiert
werden.

Es wird der Operator (1y)(n) = y(n — 1) +y(n+ 1) auf n € {1,...,N}
betrachtet und es sollen die selbstadjungierten Realisierungen von 7 auf
l5({1,...,N}) bestimmt werden. Gewohnlich wird wie folgt verfahren. Man
fithrt zusétzliche Punkte n = 0, n = N + 1 derart ein, dass die Randbedin-
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gungen
y(0)sina+y(1l)cosa =0, y(N)sinf+ y(N +1)cosf =0,

erfiillt sind. Mithilfe dieser Randbedingungen definiert man die selbstadjun-
gierten Operatoren (H, gy)(n) = (7y)(n). Zum Beispiel ist (Hr/2y)(1) =
y(2). Wenn « = 0 ist, besagt die Randbedingung, dass y(1) = 0 ist.Dies legt
nahe, 7 auf dem reduzierten Hilbertraum ¢5({2,..., N}) zu betrachten.
Nun soll diskutiert werden, was der kanonische System Zugang in diesem Fall
ergibt. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass y(N + 1) = 0 am rechten
Endpunkt ist. Aus[2.8.2 ergibt sich, dass Y (n) = (y_(z(_nl))) ist. Die Randbe-
dingung, die zu y(1) = 0 gehort, ist (0,1)U(1) = 0 (es sei daran erinnert,
dass Y (1) = U(1) ist). Man rechnet leicht nach, dass

T(2n) = (_01 _01), T(2n+1) = ((1) (1))

H(2n) = (é 8) Hn+1) = (8 (1))

Nun zeigt eine offensichtliche Anwendung der Gleichung J(U,11 — U,) =
H, F,, zusammen mit den Randbedingungen und der Bedingung H,U, = 0,
dass Z der eindimensionale Raum ist, der durch F'(n) = 0,1 ( (1)) aufgespannt
wird. Folglich gilt, wie erwartet,

.. NhozZ=0'{2,...,N}) =6{2,...,N}).

und

Wegen U(n, z) = T~ (n)Y(n, 2) und H, = W, = c¢;*(n)T*(n)PT(n) lautet
das Theorem [2.1.1 fiir skalare Gleichungen folgendermafen:

Theorem 2.8.2 Sei S, die Menge, auf der (2.8.1) absolutstetiges Spektrum
mit exakt der Vielfachheit m (1 < m < d) hat. Sei ferner n; € N eine
beliebige Folge mit lim;_,.on; = oo. Dann existieren fir fast alle A\ € S,
d + m linear unabhdingige Losungen yi,- - , Yarm VON

(cj(n+5)y(n+J) +c;(n)y(n = j)) + co(n)y(n) = dw(n)y(n).

d
J:
mit

lim inf g (n;)yr(n;) < oo
j—o0

firk=1,---,d+m.
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Dies ist gerade fiir den diskreten Schrédingeroperator
Hy(k) = y(k+1) +y(k = 1) + V(k)y(k)

die Aussage des Theorems 1.2 aus [28], die Simon und Last bewiesen haben.
Zum Schluf} soll noch eine Anwendung des Theorems [2.1.1 fiir skalare Glei-
chungen angegeben werden.

Es ist bekannt, dass eine Gleichung der Form

p(k)y(k +1) +p(k — Dy(k — 1) = q(k)y(k),

wobei p(k) > 0 fiir alle £ € N ist, eine unbeschréankte Losung besitzt, falls fiir
fast alle k € N |q(k)| > (14+e(k))p(k)+p(k—1),e(k) > 0, und >_,°, £(l) = cc
ist. Siehe dazu Kapitel 6 in [2]. Also besitzt eine selbstadjungierte Realisie-
rung H von

(ry) (k) = cr(k + Dy(k + 1) + cr(k)y(k — 1) + co(k)y (k)

zum Beispiel fiir cy(k) = +k* und ¢, (k) = k kein absolutstetiges Spektrum.
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